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研究成果の概要（和文）：主に、マルコフ過程を確率解析の手法で研究した。ここではマルコフ過程に付随する半群の
挙動について主に調べた。まずリーマン多様体上の拡散過程を、半群の構成の立場から考察した。Laplace-Beltrami 
作用素にベクトル場を加えた作用素を考え、ベクトル場の条件で半群が一意的に決まる条件を与えた。
　次に半群の凸集合の保存性に関する条件を整理した。Banach 空間の場合には生成作用素で条件を記述し、Hilbert 
空間の場合は Dirichlet 形式を用いて条件を与えた。
　また対数 Sobolev 不等式の条件の下で不変測度への収束の速さを考察した。関連して双対超縮小性の条件を調べた
。

研究成果の概要（英文）：We studied Markov processes by using the stochastic analysis.  We are mainly inter
ested in the behavior of the semigroup associated with a Markov process.  First we considered diffusion pr
ocesses on a Riemannian manifold.  We give a generator as a sum of the Laplace-Beltrami operator and a vec
tor field.  We discussed the uniqueness of the semigroup associated with the generator.   The condition wa
s given in terms of the vector field.
   Next we consider the conditions for which the semigroup reserves a convex set.  We consider this proble
m in the framework of general Banach space.  We give some necessary and sufficient conditions in terms of 
generator.  In Hilbert space setting, we formulate this problem by using Dirichlet forms.
   In addition, we considered the rate of convergence of the semigroup under the condition of logarithmic 
Sobolev inequality.  We also discussed the dual ultracontractive property of the semigroup.
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１．研究開始当初の背景 
本研究の目的は、マルコフ過程を中心とし

た確率解析の理論を深化させることである。
その基礎は伊藤理論にあると言えるが、1970
年代に Malliavin 解析が出現し、無限次元的
な観点が注目されるようになった。当初は有
限次元の問題に、解析手段として無限次元の
微積分を使うという観点で発展してきたが、
次第に無限次元の構造自体を解析する方向
に主眼が移ってきた。Malliavin 解析は
Wiener 空間の上の Gauss 測度を元にした微
積分理論であったが、多様体上の道の空間や、
Gibbs 測度を持つ R 上の連続関数の空間な
どへの一般化への道を開いた。 
一方で、無限次元を扱うために Dirichlet 

形式などの、関数解析的な枠組みも有効な手
段である。Dirichlet 形式は抽象論としては
空間の特別な構造を必要としないので、無限
次元の解析に有効である。また対数 Sobolev 
不等式やスペクトルギャップの問題、
Hodge-Kodaira 作用素を用いた調和形式の
理論など、Wiener 空間の結果を一般化する
ことが一つの目標となってきた。その一方で
無限次元の測度は、有限次元の確率過程から
定まる場合が多く、無限次元の問題を扱うた
めに、より一層有限次元の確率過程の解析も
必 要 と な っ た 来 た 。 半 群 の ultra- 
contractivity なども考える必要があり、特
に一次元の場合には詳しい解析が可能なの
で、一次元の拡散過程をスペクトルギャップ
やエルゴード性の観点から深めていく必要
も出てきた。R 上の連続関数の空間に定義さ
れる Gibbs 測度は数理物理的な観点からも
興味を持たれている。 
 
２．研究の目的 
研究対象はマルコフ過程であり、確率解析

の手法を十全に発展させることである。確率
過程は、時間を無限大にしたときの漸近挙動
に関連してエルゴード性を中心に解明して
いく。関連して半群の超縮小性、不変測度へ
の収束、生成作用素のスペクトル、対数 
Sobolev 不等式、半群の凸性の保存、などの
問題を、確率解析の手法を援用し、関数解析
的に解明していく。 
ここで用いられる Dirichlet 形式の理論

は対称な場合が非常に詳しく調べられてき
ているが、非対称なものへの拡張も進んでお
り、この点をさらに進めていく。また幾何学
的 な 対 象 と し て 微 分 作 用 素 に 働 く 
Hodge-Kodaira 作用素のスペクトルや、その
生成する半群の性質を解明する。 
 
３．研究の方法 
ここでは特に次の三つの観点を融合させ

て研究を進める。 
• 確率論的な観点 
• 関数解析的な観点 
• 幾何学的な観点 

研究対象としては無限次元空間の確率過程、

多様体上の確率過程、また一次元の拡散過程
と対象の特殊性に応じて問題を扱い、手法と
して、Dirichlet 形式などの関数解析的手法
を取り入れる。対数 Sobolev 不等式、スペ
クトルギャップ、エルゴード性、半群の超縮
小性などを解明する。これら Dirichlet 形
式の理論は対称な場合が非常に詳しく調べ
られてきているが、非対称なものへの拡張も
進んでおり、この点をさらに進めていく。ま
た L2 理論から Lp 理論への拡張も自然な方
向である。対数 Sobolev 不等式が Lp の枠組
みでどのように変化していくかも解明して
いく。 
 
４．研究成果 
 
(1) Riemannian多様体の上での拡散過程を半
群の構成の立場から研究した。Riemannina 多
様体の上で作用素Δ+b を考え、対応する L2

半群の存在と一意性の問題を考察した。ここ
で Δ は Laplace-Beltrami 作用素で、 b は
ベクトル場である。多様体には完備性を仮定
し、さらに bの発散が下に有界であることと、
増大度に関する条件をおいて対応する半群
が一意的に存在することを示した。同様の問
題を Lpでも考えることが出来る。この場合も
ほぼ同じ条件の下で半群の存在性が示せた。
これで作用素が一意的に決まることが分か
るが、さらにその domain についての特徴づ
けを行った。この場合重要となるのは、生成
作用素 A と共変微分∇との交換関係である。
これを利用することにより、2 階微分可能性
と bでの可積分性の条件を分離することがで
き、作用素の定義域を表現することが出来た。 
 
(2) Banach空間における半群が凸集合を不変
にするための条件の考察を行い、必要十分条
件を求めた。これは抽象的な一般論として定
式化したが、凸集合を変えると従来のさまざ
まな判定法を統一的に取り扱うことが可能
になった。ここで取り上げたのは (a)正値性
の保存 (b)マルコフ性 (c)超過関数 (d)不
変集合、である。また空間も連続関数の空間、
Lp 空間、などを統一的に取り扱った。Hilbert 
空間の場合は Ouhabaz の Dirichlet 形式
による定式化が知られているが、半群の縮小
性を仮定した枠組みでの議論であった。縮小
性の仮定を外すこともでき、適応範囲をさら
に広げることが可能になった。  
 
(3) マルコフ過程から定まる半群の時間無
限大での漸近挙動について、おもに楠岡誠一
郎氏と共同研究を行った。ここでは主に Lp 
空間で p に応じてどのような変化があるか
を調べた。そのためには、半群の超縮小性、
あるいは超有界性が重要な働きをするので、
それらをスペクトルの跳びとの関連で調べ
た。そして、超有界性がある場合には半群は
平均に指数的に収束し、しかもその収束の速
さは p に依存しないことを示した。さらに



指数の正値性が超縮小性と同値であること
も示した。さらに生成作用素のスペクトルに
ついても調べ、生成作用素が正規である場合
には、スペクトル自体が p に依らないこと
も示した。 
 一方で、半群の収束の速さ、あるいはスペ
クトル自体が p に依存する場合の具体例を
構成した。これは 1次元の拡散過程で、固有
関数は常微分方程式の解として実現される
ことを用いて、生成作用素のスペクトルを完
全に決定した。これにより、半群の収束性に
関しても p に依存することも明示的に分か
り、 L2 の場合が収束の速さは最も早いこと
も分かった。 
 
(4) 非対称マルコフ半群の超縮小について
の条件を考察した。対称な場合は、Nash の
不等式、Sobolev の不等式などの同値条件が
知られているが、非対称な場合も平行した議
論が出来ることを示した。この場合は非対称
なマルコフ半群に対し、対称な Dirichlet 
形式が対応することを示すことが基本的で
ある。但し、半群の超縮小性から Nash の不
等式を示す場合は、付加的な条件が必要であ
る。生成作用素が正規である場合はこの条件
を確かめることが出来る。またこれらの応用
として、マルコフ半群に不変測度が存在する
場合を考察し、半群の時間無限大での不変測
度への収束の速さを比べ、一般に対称なもの
より、非対称なものの方が速いことを示した。
また生成作用素が正規作用素の場合は収束
の速さは対称なものと変わらないことも示
した。但しここでの収束は、基本解の一様収
束の位相で考えている。そのために、L2理論
に超縮小性を組み合わせて議論した。 
 
(5) マルコフ半群の双対超縮小性の問題を
考察した。半群の超縮小性は L1 から L∞への
有界性を意味するが、その双対概念として 
L∞から L1への有界性を考察した。双対概念で
置き換えることにより、超縮小性の場合と平
行した議論が可能である。Sobolev の不等式
との同値性の部分は、超縮小性で現れない指
数が丁度双対超縮小性に対応することが分
かり、全体の見通しがよくなっている。 
 さらに応用として、一次元の拡散過程の場
合を考察した。一次元の場合は自然尺度を取
ると標準測度だけで決まるので、標準測度の
境界での挙動によって分類が可能である。ま
た時間が無限大での指数的な減少について
も考察を行い、いくつかの十分条件を与える
ことが出来た。 
 
(6) 一次元の拡散過程について、スペクトル
と微分するという作用素との関係を論じた。
生成作用素の係数がある種の関係を満たす
と、固有関数の微分が再び別の作用素の固有
関数となることが証明できる。この証明のた
めの基本的なアイデアは、作用素の超対称性
を用いることである。 

 さて、この枠組みに入る固有関数は、制約
はあるが、Bessel 関数、Laguerre 多項式、
Jacobi 多項式など、数理物理などでよくあ
らわれる関数を含んでいる。さらに微分によ
る固有値の対応関係など、作用素の族として
考えると全体の関係の見通しがよくなって
いる。またこれらの関数は超幾何関数 0F1, 1F1, 
2F1 とそれぞれ関係があり、これらの超幾何
関数を通して統一的な視点が得られること
が分かった。特に昇降演算子を超対称性の枠
組みで捕えることもでき、新しい視点を与え
たと言える。 
 
(7) 分担者の熊谷隆氏は、ある種の非対称マ
ルコフ連鎖について、熱核のガウス型評価と
放物型ハルナック不等式を証明した。この結
果を用いて、非対称な一様楕円型 divergence 
form を、非対称なマルコフ連鎖で近似する方
法を導きだした。また、杉田洋氏はコルモゴ
ロフらの乱数理論およびブラムらの疑似乱
数の理論を基にモンテカルロ法の新しい数
学的定式化を与えた。その結果とくにモンテ
カルロ積分の場合は安全な疑似乱数の存在
を示し、その実用化を行った。 
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