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研究成果の概要（和文）：本研究では、2 次元クーロンポテンシャルに対しても適用可能な，干

渉ブラウン運動の構成に関する一般的構成定理と SDE 表現定理を確立した．その結果を

Ginibre 点過程，Dyson 点過程，Bessel 点過程というランダム行列に関する代表的な測度に対

して適用し，無限次元確率力学系を記述する確率微分方程式を求めて，解いた．Ginibre 点過

程の Palm 測度の特異性を研究し，通常の Gibbs 測度と異なる興味深い結果を得た．更に、2
次元ヤング図形の時間発展モデルを構成し，そのスケール極限を求めた。 
 
研究成果の概要（英文）：We have established a general construction theorem and an SDE 
representation theorem for interacting Brownian motions with 2D Coulomb potentials. We 
have applied them to the representative random point fields arising from Random Matrix 
Theory such as Ginibre, Dyson, Bessel random point fields, and have detected and solve the 
infinite-dimensional stochastic differential equations describing the associated stochastic 
dynamics. We prove the Palm measures of Ginibre random point field have very strange 
property that is very different from usual Gibbs measures with Ruelle’s class interaction 
potentials. We have constructed the time evolutional model of 2D Young diagram and have 
proved its scaling limit.  
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１．研究開始当初の背景 
ランダム行列に関する点過程は、1 次元空

間の場合、干渉項の前の係数が、β=1,2,4 の

場合に sine 点過程、Airy 点過程、Bessel 点
過程という３つの代表例がしられ、2 次元空
間については、β=2 の場合に Ginibre 点過程
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が知られていた。 
以上は、いずれも行列式過程および類似の

構造を持つ相関関数の明示表現によって定
義される点過程であった。特に Airy 点過程
は、2000 年以降様々な組み合わせ論的なモ
デルの極限として得られるのがわかってお
り、所謂、KPZ 普遍性とのからみで盛んに研
究されてきた。しかし、その確率解析的扱い
は、全く不十分であった。 
 ランダム行列に関係する無限粒子系の時
間発展、確率力学の構成という問題は、sine
点過程の場合に、Spohn と長田の研究でβ=2
の場合になされていた。また一般に 1 次元系
については、カーリン-マクレガー公式を介し
て、時空間相関関数の方法で、確率力学が構
成されていたが、拡散過程か否か、あるいは、
確率微分方程式による表現はまだ知られて
いなかった。しかも、β=2 の場合に結果が限
られていた。また、2 次元系については、以
上の 1 次元系的手法が使えず、確率力学に関
する結果は皆無だった。 
 

２．研究の目的 
干渉ブラウン運動と呼ばれる無限次元確

率力学系について、干渉ポテンシャルが対数
関数（2 次元クーロンポテンシャル）の場合
に確率力学系を構成し、その性質を解明する。   
まず Dirichlet 形式を用いて、確率力学系を
拡散過程のレベルで構成する。また確率微分
方程式による表現（SDE 表現）を構築する。
重要な例について、その時空間・相関関数の
明示表現を求める。スケーリング極限を求め
て、この確率力学系の大局的な構造を解明す
る。そのためには、確率力学系の平衡状態と
なる確率点場の、精密な確率幾何的考察が必
要になる。この研究は、確率幾何の確率解析
への応用の側面も持つ。 
 
３．研究の方法 
  研究分担者および連携研究者が、適宜集ま
り議論し、共同研究する。また、小規模の研
究集会を適宜開催する。重要な話題について
の勉強会を開催する。特に、種村は九州大学
を数回訪問し、長田および白井と討論し、共
同研究を行う。 
 研究期間を通じて、「大規模相互作用系の
確率解析」と「無限粒子系、確率場の諸問題」
という中規模の研究集会を毎年開催する。特
に前者は、適宜、国際研究集会として、より
大きな規模で開催しその際は、海外から多数
の研究者を招聘する。 
 2010 年度には、Work Shop：「34th 
Conference on Stochastic Processes and 
Their Applicasions（SPA2010）」を、日本（大
阪）で開催される。そこでいくつかの特別セ
ッションをオーガナイズもしくはサポート
し、研究成果を世界に発信するとともに、最

新の成果を取得する。またそれに引き続き、
「大規模相互作用系の確率解析（Stochastic 
Analysis on Large Scale Interacting 
Systems）」を開催する。この研究集会は、統
計物理に動機付けを持つ確率論というテー
マに関して、日本に於いて代表的なシンポジ
ウムとして、毎年、継続して開催しているも
のだが、上記ＳＰＡ２０１０とタイアップし
たことにより、豪華な陣容とする。共同研究
者の Werner が Fields 賞を受賞した SLE の研
究で名高い Lawler をはじめ、多数の著名な
研究者が参加する予定である。尚、この研究
集会は、２０１１年度にも、国際研究集会と
して大きな規模で開催する。 
 
４．研究成果 
(1) 2011 年度  
Airy 点過程に関する確率力学の研究を長

田と種村で完成させることを目的としたが、
予想以上に進み干渉係数がβ=1,2,4 の場合
に証明し、無限次元確率微分方程式の解とし
て構成した。このモデルは、標準的な有限粒
子系からの近似を行うと、付随する確率微分
方程式の係数に発散項が現れるため、直感的
なレベルでも確率微分方程式の係数の形が
知られていなかった。長田は、Bessel 点過程
に付随する確率力学を無限次元確率微分方
程式の解として構成した。これらの結果によ
って、前年度までの結果と合わせると、ラン
ダム行列論の 1次元無限粒子系において代表
的な３つの普遍的クラスすべてについて、確
率力学を無限次元確率微分方程式の解のレ
ベルで構成したことになる。これらのランダ
ム行列に関係する無限次元確率力学系の確
率微分方程式の解の構成は、世界的にも他に
類を見ない研究である。尚、これらの結果は、
引き続き改良を重ね、「強解」の存在と一意
性の形まで結果を強め、次年度に論文として
発表する予定である。 
Ginibre 点過程の Palm 測度の特異性は、長

田と白井で研究しているが、任意個数の粒子
の条件づけの場合について証明が完成し、プ
レプリントを作成した。研究の基礎になる長
田の主論文の一つについても acceptされた。    
この課題研究で共催する主たる研究集会

である「大規模相互作用系の確率解析」を、
国際シンポジウムの規模で高知大学におい
て開催できた。またもう一つの主たる研究集
会である「確率場の諸問題」も充実した内容
であった。 
多時刻相関関数が行列式で表現される確

率過程を行列式過程とよぶが、種村と香取は、
行列式過程の典型的な 3つの例に対して、そ
のマルコフ性を示した。 
舟木は、Otto, Villani らによる解析的手

法を応用して、凸ポテンシャルを持つ∇φ 
界面モデルの流体力学極限を示した。ここに



 

 

おいては Gibbs 分布の長距離相関が問題を
困難にする。 
白井は、ランダムな複素解析的に対する関
数型中心極限定理を示した．また，上半平面
のセゲー核のウィナー積分で定義されるラ
ンダムな解析関数の零点が行列式点過程に
なることを示した． 
 
② 2010 年度 

長田と白井は、Ginibre 点過程の Palm 測度
が、もとの Ginibre 点過程に対して特異にな
ることを示した。また、これと対比すべき結
果として、Ginibre 点過程の Palm 測度は、任
意の 2点で条件づけた場合、常にたがいに絶
対連続であることを示した。通常の Ruelle
クラスのポテンシャルを持つ Gibbs測度につ
いては、Palm 測度は、常に元の測度に対して、
絶対連続になる。従って、特に前者の結果は、
Ginibre 点過程の背後にある２次元クーロン
ポテンシャルによる相互作用の強さが、測度
の性質に、顕著な影響を与えた一例となって
いる。 

相関関数が行列式で表現される確率過程
は、行列式過程と呼ばれる。種村は、非衝突
条件を課した独立な N 本の２乗ベッセル過
程が、任意の初期値の下で行列式過程である
ことを示し、N を無限大にしたときに無限次
元行列式過程に収束することを証明した。ま
た、非衝突ブラウン運動に対して複素ブラウ
ン運動表示という新しい表現を与えた。この
表示を用いることより、これまでは直交多項
式を用いて導出していた Eynard-Mehta 型の
行列式相関関数を直接的に導くことができ、
さらに、緊密性、無限系の非衝突性など道に
関する性質を示した。 
 白井は、コーシー核のウィナー積分が定義
する上半平面の零点過程が行列式点過程に
なることを示した．これは，2003 年に
Peres-Vir\'ag の双曲ガウス型解析関数の零
点が単位円板内の行列式点過程になるとい
う結果の上半平面版である．また，その零点
過程への極限定理を示した。       
  
③ 2009 年度  

長田は、Ginibre 点過程、Dyson 点過程、
および、Bessel 点過程といったランダム行列
に関する代表的な測度（random point 
fields）に対して、部分積分公式を確立し、
その対数微分を計算した．更に、これらの測
度（平衡分布）に対応する無限次元確率力学
系を記述する確率微分方程式を求めて、解い
た．以上の結果を得るために、一般論を構築
し論文としてまとめた． 

舟木は、2次元ヤング図形の時間発展モデ
ルを構成し，そのスケール極限として現れる
境界曲線の運動を記述する非線形偏微分方
程式を導き，その定常解は Vershik 曲線に

なることを示した． 
 種村は、一般の初期値に対して、ダイソン
模型のバルクスケーリングおよびソフトエ
ッジスケーリング極限で得られる無限粒子
系を構成し、その性質を調べた． 
 白井は、有限グラフ上のグラウバーダイナ
ミクスのスペクトルギャップはカップリン
グパラメーターに関して単調であるという
予想（未解決）が知られているが，もう少し
強く，固定した時間におけるスピンの期待値
もカップリングパラメーターに関して単調
であるという予想には反例があることを示
した． 
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