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研究成果の概要（和文）： ハイパーキューブ、de Bruijn ダイグラフ、Kautz ダイグラフに関

して、Cayley グラフ及び Cayley coset グラフの性質に関する研究で新しい結果を得た。de 

Bruijn ダイグラフ、Kautz ダイグラフ上でのマルチソースブロードキャスティングの問題を定

義し、そのアルゴリズムを提案した。グラフの支配集合及び次数列についての新しい結果を得

た。 

 
研究成果の概要（英文）：New results on Cayley graph and Cayley coset graph properties of 
hypercubes, de Bruijn digraphs and Kautz digraphs are obtained. We proposed the 
multisource broadcasting on de Bruijn and Kautz digraphs and designed their algorithms. 
New results on dominating sets and degree sequences of graphs are obtained. 
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研究分野：総合領域 

科研費の分科・細目：情報学・情報学基礎 

キーワード：離散構造、de Bruijn グラフ、Kautz グラフ、Cayley グラフ、 

ハイパーキューブ、ブロードキャスティング、支配集合、次数列 

 
１． 研究開始当初の背景 バタフライは Cayley グラフであることが知

られているが、もとの群をより一般化するこ
とによりバタフライの一般化を試みる。 

申請書に記載したものを記す。 
a) Cayley グラフについて 
ハイパーキューブは Cayley グラフであり、
ハイパーキューブの変形グラフが数種類知
られている。ハイパーキューブの変形族のグ
ラフの対称性について調べている所であり、
これまで調べた範囲内では変形族のグラフ
は Cayleyグラフではないものが多く、Cayley
グラフであるような変形族のグラフを見出
すことを目標とする。 

 
b) 距離について 
グラフの種々の性質を距離を導入して考察
するということが行われている。我々は、グ
ラフ内の距離をもととして関係積を導入し
たが、本研究では距離を導入したラベリング
である L(2,1)ラベリングについて考察する。
また、ネットワークの通信に応用を持つスパ



ナについて考察する。 
 
c) 一般化について 
de Bruijn グラフや Kautz グラフは合同式に
よる一般化が今瀬らによって成されている。
本研究では合同式をより幅広い形に拡張す
ることにより一般化 de Bruijn グラフ、一般
化 Kautz グラフの更なる一般化を検討する。 
 
d) 埋め込みについて 
私共はこれまで、de Bruijn グラフ他いくつ
かのグラフの（スタック形）本型埋め込みを
行って来たが、本研究では、それを継続する
と共に、キュー形本型埋め込みについて研究
する。キュー形についてはこれまであまり研
究がされておらず、新しい知見が得られるも
のと思っている。 
 
e) 積について 
グラフ上の距離にもとづいて関係積を導入
したが、最近のグラフの研究の動向として単
体のグラフを作るのではなく、いくつかのグ
ラフから積を使って新しいグラフを構成す
ることが行われている。その利点は作られた
グラフの構造が規則的になることである。本
研究では、積により構成されたグラフを他の
グラフで分解する研究を行う。 
 
f) アルゴリズムについて 
ネットワーク上での情報散布とゴシッピン
グの中間的なモデルであるマルチソースブ
ロードキャスティングのモデルを導入し、de 
Bruijn グラフ、Kautz グラフの上での情報散
布について研究する。アルゴリズムの作製及
び評価を行う。 
アルゴリズムのもう一つのテーマとして、分
散アルゴリズムの設計及び解析を行う。グラ
フの基本構造である木やサイクルを message 
passing model のもとで求める分散アルゴリ
ズムを検討する。 
 
g) 故障診断について 
私共はこれまで de Bruijn グラフやハイパー
キューブの変形族のグラフについて、その上
での故障診断の研究を行い、また、ＰＭＣモ
デルの拡張である(t,k)診断モデルを提案し
て来た。本研究では診断にあいまいさを導入
する新しいモデルを定義してその上での故
障ユニットの検出方法について研究する。 
 
２．研究の目的 
研究期間内で何をどこまで明らかにしょう
とするのか 
a) Cayley グラフについて 
ハイパーキューブの変形族のグラフの対称
性を調べ、対称なものは Cayley グラフであ
るか否かを調べる。Cayley グラフの場合には

群と生成元を明らかにする。更に、Cayley グ
ラフは群と生成元が決まれば一意的に決ま
るものであるが、生成元の使用法に制限を加
えてより多様なグラフを作り出す方法を与
える。この方法により、これまで Cayley グ
ラフの範囲に入っていなかったグラフにつ
いても群論的手法が扱えるようにする。 
 
b) 距離について 
L(2,1)ラベリングはまだ研究が始まってそ
れほど時間が経っていないので、多くの問題
が考えられ、de Bruijn グラフ、Kautz グラ
フに対して効率的なラベリング法を開発す
る。スパナに対しても de Bruijn グラフ、
Kautz グラフの周辺のグラフで効率の良い構
成法を与える。 
 
c) 一般化について 
一般化 de Bruijn グラフや一般化 Kautz グラ
フを定義する合同式を拡張することにより、
より広いグラフのクラスを定義し、これまで
数論的方法で記述できなかったグラフを記
述したり、新しいグラフを見出す。 
 
d) 埋め込みについて 
キュー形本型埋め込みを de Bruijn グラフ、
Kautz グラフ等で実現し、そのページ数を探
索する。 
 
e) 積について 
これまでに de Bruijn グラフ、Kautz グラフ
と他のグラフの積を分解する研究を行って
来た。この研究を更に進めて新しい分解の方
法を与える。 
 
f) アルゴリズムについて 
de Bruijn グラフ、Kautz グラフの上でのマ
ルチソースブロードキャスティングアルゴ
リズムを構成し、その評価を行う。 
また、木やサイクルを求める分散アルゴリズ
ムを設計し、解析を行う。 
 
g) 故障診断について 
あいまいさを導入した検査法を定義する。こ
れにより、これまでよりも効率の良い検査法
を作りあげることを目指す。 
 
３．研究の方法 
 研究目的にも書いたように、本研究では対
象とするグラフが多くの項目において共通
であり、研究の方法論もグラフ理論的なもの、
組合せ論的なもの、代数的なものである。こ
れらを組み合わせて研究を行う。 
平成 21 年度 
 研究目的に記述したキーワードに従って
説明する。 
a) Cayley グラフについて 



ハイパーキューブの変形族の対称性を調べ、
自己同型群を記述する。ハイパーキューブの
自己同型群の構造はわかっているので
(Harary)それをもととして検討することと
なる。 
Cayley グラフについてのもう一つの研究は、
群の wreath 積及び直積による群の Cayley グ
ラフの研究である。群の直積と wreath 積を
組合せることにより既存のグラフよりもは
るかに広い範囲のグラフを構成でき、de 
Bruijn グラフ、Kautz グラフ、バタフライ等
のグラフの一般化を行う。 
 
b) 距離について 
L(2,1)ラベリングはラベル付けの条件に２
点間の距離に関する条件を含むものである。
我々の定義した関係積を使った L(2,1)ラベ
リングの研究が他の研究者によって始めら
れており、本研究でも取り上げる予定である。
de Bruijn グラフ、Kautz グラフの L(2,1)ラ
ベリングを試みることから始める。その様子
から次の方向を探る。 
 
c) 一般化について 
de Bruijn グラフ、Kautz グラフの合同式を
使った一般化は今瀬らと他のグループによ
り独立に行われ、現在これが一般に使われて
いる。我々が行おうとしているのは、合同式
の形式及び個数を変えることにより、これま
での一般化 de Bruijn グラフや一般化 Kautz
グラフを含む体系を構築しようというもの
である。21 年度は合同式の形の検討及びそれ
によって記述できるグラフのクラスを見出
すことを行う。一つの目標は、これまで一般
化 de Bruijn グラフや一般化 Kautz グラフの
合同式では記述されえなかったグラフを新
しい合同式で記述することである。このよう
なグラフと合同式を見出すことができれば、
そのグラフはこれまでのグラフ理論的記述
と整数論的記述の二通りの方法を持つこと
となり、研究がはるかにやり易くなる。 
 
d) 埋め込みについて 
キュー型埋め込みを一般化 de Bruijn グラフ、
一般化 Kautz グラフで試みる。キュー型埋め
込みは新しいテーマであり、他でもあまり研
究されていないので早急に実行したい。 
 
e) 積について 
グラフの積及び群の積の Cayley グラフに分
けて述べる。 
グラフの積については、これまでに関係積を
導入し、グラフの積を幅広く見る方法を提案
した。また、二種類のグラフの積を他のグラ
フにより分解することを行ってきたが、21 年
度も de Bruijn 族のグラフと他のグラフの積
（デカルト積、クロネッカー積）によるグラ

フを分解する研究を行う。 
群の積の Cayley グラフについては、群の
wreath 積群の Cayley グラフについて考察す
る。これまで巡回群の wreath 積について扱
ってきたが、21 年度もそれを継続する。 
 
f) アルゴリズムについて 
マルチソースブロードキャスティングは通
常のブロードキャスティングとゴジッピン
グを含む広い範囲のモデルと考えられる。通
常ブロードキャスティングは適当な全域木
を作り、それに沿って情報を流すことが多い
が、本研究では loop-rooted tree 及び 2 
cycle-rooted treeｒと呼ばれるグラフ構造
を複数個作り、それに沿って複数個の情報を
同時に流すことを行う。loop-rooted tree 及
び 2 cycle-rooted tree は当研究室で見出さ
れた cycle-rooted tree の特殊なものであり、
その応用研究である。21 年度は主として、こ
のようなアルゴリズムに適したグラフ構造
を de Bruijn グラフを中心とするグラフのク
ラスで探索することを行い、アルゴリズムの
試作を行う。 
 
g) 故障診断について 
ハイパーキューブの Cayley グラフ表現につ
いてはよくわかっている。特に、生成元につ
いては可能なもののリストアップができて
おり、その中から適応型故障診断に適したも
のを選び出し診断を遂行する方法を検討す
る。 
 
平成 22 年度以降 
a) Cayley グラフについて 
ハイパーキューブについては、変形族のグラ
フの体系化を目標に研究する。 
他の Cayley グラフについては de Bruijn 族
グラフの Cayley グラフ表現及び Cayley 
coset グラフ表現の可能性についてまとめた
い。 
 
b) 距離について 
L(2,1)ラベリングについては、これまで無効
グラフについての研究がなされてきたが、有
向グラフの L(2,1)ラベリングについての研
究を行う。 
 
c) 一般化について 
合同式を使った一般化を推し進め、de Bruijn
族のグラフを中心としたより広いグラフの
クラスに拡大して研究する。この方法により
一般化はグラフの研究方法の開発になるだ
けでなく、整数論の応用をも広げることとな
る。 
 
d) 埋め込みについて 
キュー型埋め込みを 21 年度の試みにもとづ



いて実行する。 
さらに、スタック型埋め込みとキュー型埋め
込みの両方を使った埋め込みについて研究
する。 
 
e) 積について 
グラフの積により得られるグラフの分解に
ついて継続して研究を行う。 
群の積の Cayley グラフについては、de 
Bruijn グラフ、Kautz グラフの一般化と考え
られるグラフについての研究を行う。 
 
f) アルゴリズムについて 
loop-rooted tree 及び 2 cycle-rooted tree
を用いたマルチソースブロードキャスティ
ングを他のグラフにおいても実行する。 
 
g) 故障診断について 
他の Cayley グラフについて生成元にもとづ
いた適応型故障診断を行う。 
 
４．研究成果 
（１）論文①Cayley graph representation 
and graph product representation of 
hypercubes. 
  ハイパーキューブが Cayley グラフである
ことは周知の事であり、その生成元としてあ
る特殊なものが知られている。本研究では 
(0, 1) ベクトルで表されたｎ次元ハイパー
キューブのｎ個の頂点ベクトルが生成元集
合となるための必要十分条件がｎ個のベク
トルから構成されるｎ×ｎ行列が正則であ
ることであることを証明した。また、それを
使って生成元集合の数を与える式を与えた。
我々の研究室では以前に新たなグラフの積
として関係積を導入し、既知であったデカル
ト積によるハイパーキューブの構成法とは
異なる方法の存在を示した。本研究ではそれ
を更に発展させて多くの種類の関係積によ
るハイパーキューブの構成とその生成元に
ついて求めることができた。 
（２）論文②An algorithm for multisource 
broadcasting on Kautz digraphs using 2 
cycle-rooted trees. 論 文 ⑥ Multisource 
broadcasting on de Bruijn and Kautz 
digraphs using isomorphic factorization 
into cycle-rooted trees. 学会発表⑤、⑥ 

ネットワーク上の情報散布の問題は特定
の一つのノードから全てのノードに情報を
散布するブロードキャスティングと全ての
ノードが持っている全ての情報を全てのノ
ードに散布するゴシッピングが研究されて
いる。我々はネットワーク上の複数のノード
が持っている情報を全てのノードに散布す
る問題を提起し、de Bruijn および Kautz ダ
イグラフ上で研究した。基本的アイディアは
グラフを同型因子分解し、それぞれの因子の

上で情報を独立に散布するということであ
る。使用する構造として、我々の研究室で提
案した cycle-rooted tree という木とサイク
ルからなるグラフを採用した。de Bruijn ダ
イグラフとKautzダイグラフがcycle-rooted 
tree で同型因子分解できるための必要十分
条件を求めた。条件にはサイクルの長さおよ
び木の高さが関係している。同型因子分解が
与えられた上で散布する情報の個数および
アルゴリズムについて調べた。アルゴリズム
の効率は十分に良いものである。 
（３）論文③Bipancyclic properties of 
Cayley graphs generated by transpositions 
互換集合から生成される Cayley グラフの

族として良く研究されているものが、bubble 
sort グラフと star グラフである。これら互
換集合を表す構造は両極端な形をしており、
これらの中間に属するような Cayley グラフ
が多く存在する。本論文では、bubble sort
グラフと star グラフの両方で研究結果の与
えられている pancyclic 性について、その中
間に属するような Cayley グラフに対しての
考察を行った。互換集合から生成される
Cayley グラフは、頂点数以下の任意の偶数長
のサイクルをほぼ含むことが確認できた。ま
た、それらのグラフの中で 4サイクルを含ま
ないものの特徴づけや、任意の辺を含むサイ
クルについても、特徴づけを与えた。 
（４）論文④The Cayley digraph associated 
to the Kautz digraph 
de Bruijn ダイグラフとバタフライグラフ

は Associated graph として関連付けがされ
ている。Associated graph として関連づけが
されている 2つのグラフクラスは、グラフ間
の頂点や辺の対応付けが非常に整った形を
しており、並列処理などの分野で効率的にシ
ミュレートできることが知られている。de 
Bruijn ダイグラフと似た性質を持つ Kautz 
ダイグラフについて、その Associated graph
については未発見であり、Open problem とな
っていた。これは Kautz ダイグラフを群の生
成集合を表現するものとして扱ったときに、
多くの表現方法があり、整った形で与えるこ
とが難しかったことによる。本論文では
Kautz ダイグラフの頂点集合に対して新た
な表現法を与え、その表現方法を基礎として、
群の生成集合ならびに生成される群の具体
的な形を示し、Associated graph である
twofold butterfly グラフを定義した。この
結果、open problem に対する一つの解答を与
えた。 
（ ５ ） 論 文 ⑤ On the page number of 
cube-connected cycles 
グラフのレイアウト問題の一つである本

型埋め込み問題は、並列プロセッサの設計や
並列処理の効率化などの分野で応用があり、
多くのグラフクラスで研究が行われている。 



しかし、本型埋め込み問題は一般のグラフに
対してページ数の最小値を求めることが非
常に難しく、グラフクラスそれぞれに対して
の解法や最適解が求められている。本論文で
は、キューブ連結サイクルの本型埋め込みに
ついて扱った。既存の結果ではハイパーキュ
ーブの本型埋め込みの結果から得られた結
果を利用し、次元数に比例する形でのページ
数が上界として与えられていたが、最適解で
あるという証明はされていなかった。本論文
では、反射グレイコードを基本にした頂点の
順序づけから、次元数に関係なく 3ページで
本型埋め込みができることを証明した。本結
果はページ数に関して理論的に最適なもの
であり、この問題に最終的な決着をつけた。 
（６）論文⑦A note on the k-degree Cayley 
graph 

k-degree Cayley グラフとして提案された
グラフは、定義された論文の中では頂点集合
と隣接関係が文字列の操作により与えられ
ていたため、Cayley グラフの基礎となる群と
その生成集合が明確に与えられていなかっ
た。本論文ではこのグラフが Cayley グラフ
の族に含まれるかについて考察を行った。そ
の結果、2つの巡回群の wreath 積群と、その
ある部分生成集合で与えられる Cayley グラ
フが k-degree Cayley グラフと同型であるこ
とを示した。また、その Cayley グラフのク
ラスとして既存のグラフクラスである
Trivalent Cayleyグラフも含まれることを示
した。この結果、これらのグラフの Cayley グ
ラフとしての根拠をはっきりとさせた。 
（７）学会発表④k 木における完全独立全域
木について 
 T1、 T2をグラフGの二つの全域木とする。
Gの任意の 2頂点 u、 v に対して、T1 上の u-v
パスと T2 上の u-v パスが内素であるとき、
T1 と T2 は完全独立であるという。与えられ
たグラフに 2個の完全独立全域木が構成可能
であるかどうかを判定するアルゴリズムは
NP 完全である事がすでに示されている。本論
文では、対象とするグラフをコーダルグラフ
に限定しても、問題は NP 完全である事を示
した。また、コーダルグラフの特殊な場合と
して k木というグラフが広く研究されている。
k 木に構成可能な完全独立全域木の数のシャ
ープな下界と上界を示した。また上界と下界
にある任意の整数 pに対して、ちょうど p個
の完全独立全域木が構成可能な k木の存在を
示した。 
（８）学会発表②ラウンドダイグラフの双方
向支配について 

有向グラフ（ダイグラフ）の支配集合につ
いての研究を行った。支配集合問題とは、ネ
ットワーク上の各ノードが隣りあうノード
からサービスを受けることができるように、
ネットワーク上へ資源を配置することと対

応する。有向グラフの双方向支配集合という
問題は、これまであまり研究されていない比
較的新しい問題である。その中で、対象をラ
ウンドダイグラフと呼ばれるグラフへ限定
し、その最適な支配集合を求める効率的なア
ルゴリズムを設計し、その成果を発表するこ
とができた。その後、頂点が重みを持つラウ
ンドダイグラフでの最小重み双方向支配集
合を求めるアルゴリズムへ拡張した。この成
果は論文としてまとめ、現在投稿中である。 
（９）学会発表①、③Degree sequences 
related to degree set 
次数集合についての研究を行った。グラフ

の次数とは、頂点に接続する辺の数であり、
それらを並べた数列は次数列として定義さ
れる。グラフが与えられたとき、次数列はす
ぐに決定されるが、非負整数の数列が与えら
れたとき、その数列がグラフをもつかどうか
は調べる必要がある。次数集合とは、非負整
数の集合を与えたとき、集合の要素である数
を次数とする頂点のグラフが存在するとき
をいう。すべての非負整数の集合は、次数集
合であることは知られている。しかし、頂点
数を最小に限定しても、複数のグラフが存在
する。本研究では、頂点数を最小に限定した
とき、すべての次数列を生成する方法を与え
た。特に、集合の要素数が 3以下のとき、す
べての次数列を簡単に与えることができる。
集合の要素数が 4以上のときは、次数列とな
る候補の数の上界を与えた。現在、この成果
を論文とするべく、準備中である。 
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