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研究成果の概要（和文）： 
本研究の目的は，1次元セルオートマトンのための，状態数が世界で最少の FSSP (Firing Squad 

Synchronization Problem) 同期アルゴリズムを開発し，多次元アレイ結合セルオートマトン上

への応用を目指すものである．1次元セルオートマトンに対しては，多数の 4状態解を得る．2

次元アレイに対しては，7状態の FSSP 解を開発し，長方形アレイに対しては，9状態の最適時

間 FSSP 解を得る． これらは現在知られている解の中で最小のものである．さらに再帰的 2分

割手法に基づく多次元アレイのための最適時間同期アルゴリズムを開発する．  

 
研究成果の概要（英文）： 
We study a firing squad synchronization problem (FSSP) that gives a finite-state protocol 
for synchronizing cellular automata (CA).  In this research project, we made an 
investigation into smaller FSSP solutions not only for one-dimensional (1D) but 
multi-dimensional CAs. We present a class of smallest 4-state partial solutions for 1D the 
CAs. It is shown that there exists a 7-state square synchronizer for 2D square arrays, 
which is a smallest solution for square arrays, known at present. We also show that there 
exists a nine-state FSSP solution for 2D rectangular arrays. In the last, we have proposed a 
new class of optimum-time multi-dimensional FSSP algorithms based on recursive-halving 
marking. 
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１．研究開始当初の背景 
セルオートマトン(Cellular  Automaton)は，

計算機の誕生に深く関わった von Neumann に
よる自己増殖，自己複製セルオートマトンの



研究に由来する．同一構造を持つ比較的単純
な計算素子や有限オートマトンを規則正し
く配列し，一様に結線したアレイ構造から構
成されるセルオートマトンは，VLSI，SIMD 型
並列計算機などの計算モデルとして研究が
進められてきたが，近年では物理学，化学，
生物学，医学，経済学などの分野でも幅広く
研究されている．計算機科学に於いても，人
工生命，マルチ・エージェントシステム，ダ
イナミカルシステム，カオス理論などに応用
され，幅広く研究されている．また自然界，
生物の体内，有機媒体，分子集団，バクテリ
ア集団，脳細胞などにおける生体情報処理に
共通する特徴は，均一で単純な計算素子を多
数配置し，それらが集団で並列・分散的に局
所的な通信を行いながら集合体として大局
的な計算を効率よく行うところにある．こう
いった特徴は従来から知られているセルオ
ートマトン理論が非常にうまく適合する分
野であり，従来から多数の知見が集積されて
いるセルオートマトン理論を応用すること
により Natural Computing 等様々な分野の計
算機構の解明，効率の良いアルゴリズムの設
計が容易になるなど大いなる発展が期待さ
れている． 
 
２．研究の目的 

本研究の目的は， 1 次元セルオートマトン

のための，状態数が世界で最少の同期アルゴ

リズム(プロトコルとも呼ばれる)を開発し，

多次元アレイ結合セルオートマトンへの応

用を目指すものである．  
 セルオートマトン上での同期問題は一斉
射撃問題 (Firing Squad Synchronization 
Problem，以下では FSSP と略す) として古く
から知られ，von Neumann による自己増殖セ
ルラーオートマトンの動作を一斉に開始さ
せるための同期プロトコルを設計する問題
として提案されて以来，数多くの研究がなさ
れている．FSSP は次のように定義される． 1
次元セルオートマトンにおいて，時刻 t=0 時
に左端に配置された将軍セルから発せられ
た命令により，すべてのセルが動作開始後初
めて且つ同時に同一の射撃状態になるには，
どのような局所的な通信をセル間で行えば
よいか，そのセルの遷移関数を決定する問題
である．すべてのセルが同時に同一の射撃状
態になることにより，同期が実現される． 
隣接セルとの局所通信のみで大規模なセル
空間を同期に導き，セル空間全体のグローバ
ル制御の一種と考えられる同期現象を実現
するプロトコルは，局所的な計算を大局的な
計算に反映させる非常に基本的でかつ重要
なアルゴリズムと認識されている．一斉射撃
アルゴリズムと呼ばれる同期プロトコルは，
その実現に必要な内部状態数，時間計算量，
状態変化回数，ビット転送量などをパラメー

タとして比較され，とりわけ同期にいたる時
間計算量と内部状態数が重要な評価ファク
ターである．例えば内部状態数に関しては，
40 数年前に Goto [1962]が数千もの内部状態
からなる最初の最適時間 (すなわち，n 個の
セルに対し 2n-2 ステップ)アルゴリズムを
提案して以来，Waksman [1966]が 16 状態解
を , Balzer [1967] が 8 状 態 解 を , 
Gerken[1987] が 7 状態解を，Mazoyer [1987] 
が 6 状態解を示し，現在に至っている．
Mazoyer [1987]による 6状態解が世界で最小
の最適時間アルゴリズムとして知られてい
る．一方理論的にすべてのセル数 n (>1)に対
する 4 状態解が存在しないことはすでに，
Sanders [1993], Berthiaume et al. [2004]
らにより検証されており， 5 状態アルゴリズ
ムの存在の可否が，一斉射撃問題が提起され
て以来，40 数年にわたり大きな未解決問題と
して残されていた．ところが 2007 年 9 月に
Umeo and Yanagihara [2007]らが，n=2k, k=1, 
2, 3, ..で定義される 1次元セル空間を同期
に導く 5状態解が存在することを示し，この
未解決問題に部分解が存在することを世界
で 最 初 に 示 し た ． 本 研 究 は Umeo and 
Yanagihara [2007]らによるアプローチをさ
らに進め，従来とはまったく違った代数的手
法に基づき，部分解として 1次元 4状態解を
提案するとともにその手法の可能性を広く
多次元アレイにまで追求するものである． 
 
３．研究の方法 

本研究は研究代表者の研究室にて実施
された．研究代表者の研究室にはネット
ワークで接続された64個の高性能パソコ
ンがすでに設置されており，過去数年間
に研究室にて独自に開発したセル・アル
ゴリズム設計支援システムが稼働中であ
る．同システムは大規模なセルオートマトン
の挙動をシミュレートすることが可能であ
る．本システムの特徴は，セル空間の形状，
アレイの次元性，セル間通信量，考察すべき
問題の制約条件など，テキスト情報で記述さ
れたパラメータに基づき，容易にシステム
の再構成が可能で，ターゲット・セルオート
マトンの動作並びにその上で実行されるア
ルゴリズムを様々な観点から動的に解析す
ることが可能である．また本システムは，
シミュレーション時のバックトラック機能，
遷移関数におけるマスク付きワイルドカ
ード設定などの機能を備え，複数ユーザ
が同一画面上でインタラクティブにセ
ル・アルゴリズムを設計できる．セルオー
トマトンの挙動は極めて高度な非線形性を
有し，その動作の予測，解の試算，アルゴリ
ズム設計等には効率の良い計算機によるシ 
ミュレーションは必要不可欠である． 
 



４． 研究成果 
(1)1 次元 CA 上での FSSP アルゴリズム 
①リングアレイ結合セルオートマトン
上での FSSP 
代数的セルオートマトンをベースと
するリングアレイ結合 (図 1 参照) を有
する1次元アレイ上での4状態解を得る． 
図 2 は代表的な 4 状態解の遷移関数とそ
の計算状況である． 
 
                          
 

 

 

図1. リングアレイ結合セルオートマトン 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

図 2. 4 状態解の遷移関数とその計算状況 
 
 

②5状態の3n+O(l)ステップアルゴリズム 

5状態の3n+O(l)ステップアルゴリズムを開発

した．図3は5状態の3n+O(l)ステップアルゴリ

ズムの計算状況である．本アルゴリズムはセ

ル空間のサイズに関して制限つきではあるが

，その制御構造は非常にsimpleなものである

． 
③1 Bit CA 上での FSSP 
Umeo and Kamikawa [2002, 2003], Umeo et 
al. [2007]等で提案している 1-Bit CA (隣
接するセル間で 1 ビット/1 ステップの情報
交換が可能なセルラーオートマトンで，従来
から数多くの研究がなされているセルラー
オートマトンのサブクラスに位置する)を通
信手段とする 1 次元並びに 2 次元 CA 上での
FSSP アルゴリズムを設計し，これらは国際
会議 PaCT 2011 で公表された． 
④Number-Conserving CA, Inner-Independent 

ＣＡ上でのFSSP 

FSSP解を特徴づけるCellular Automatonの性

質として，Number-Conserving CA, Inner- 

Independent ＣＡを考案し，これらのCA上で

動作するFSSP解の設計に成功する．一部はす

でに中国で開催された国際会議にて発表して

いるが，今後その詳細を公表する予定である

．多次元アレイについても同様な考察を行い

，解の存在を把握している． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3. 5 状態の 3n+O(l)ステップアルゴリズ
ムの計算状況 

 
 
(2)2 次元 CA 上での FSSP アルゴリズム 
2次元アレイ上における最適時間解を統一的
な観点から見直し，整理する．これらは国際
会議で公表された．2次元アレイ上における
最適時間解を得る．本アルゴリズムは 2次元
アレイを回転型 1 次元 L 字アレイに分割し，
それらの上に通常の 1 次元 FSSP アルゴリズ
ムと全く動作しなし stationary layer を交
互に配置する手法で，Zebra-mapping という
新しいアルゴリズムである．図 4参照．2次
元アレイ上におけるこれまでの最適時間最
小 FSSP 解として，長方形アレイに対して
Umeo et al. [2006, LNCS 3699]の 12 状態ア
ルゴリズムが，正方形アレイに対して Umeo 
et al. [2002, LNCS 2493]の 9 状態アルゴリ
ズムが最小のものとして知られているが，上
記の Zebra-mapping 手法を適用することに
より，より状態数の少ない FSSP 解が得られ
た．図 5 は Zebra-mapping 手法を適用した
正方形アレイでの 7 状態解の計算状況であ
る．長方形アレイに対しては，9状態解が得
られ，これらはともに現在知られている最小
の状態数をもつ FSSP 解である．多次元アレ
イに対しても同様なアプローチが可能と思
われる． 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
1 S R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
2 S Q R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
3 Q S R R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
4 Q S R Q R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
5 Q S Q R R R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
6 Q Q S R R Q R Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 Q Q S R Q R R R Q Q Q Q Q Q Q Q
8 Q Q S Q R R R Q R Q Q Q Q Q Q Q
9 Q Q Q S R R Q R R R Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q S R Q R R R Q R Q Q Q Q Q
11 Q Q Q S Q R R R Q R R R Q Q Q Q
12 Q Q Q Q S R R Q R R R Q R Q Q Q
13 Q Q Q Q S R Q R R R Q R R R Q Q
14 Q Q Q Q S Q R R R Q R R R Q R Q
15 Q Q Q Q Q S R R Q R R R Q R R R
16 Q Q Q Q Q S R Q R R R Q R R R L
17 Q Q Q Q Q S Q R R R Q R R R L Q
18 Q Q Q Q Q Q S R R Q R R R L Q Q
19 Q Q Q Q Q Q S R Q R R R L Q Q Q
20 Q Q Q Q Q Q S Q R R R L Q Q Q Q
21 Q Q Q Q Q Q Q S R R L Q Q Q Q Q
22 Q Q Q Q Q Q Q S R L Q Q Q Q Q Q
23 Q Q Q Q Q Q Q S L Q Q Q Q Q Q Q
24 Q Q Q Q Q Q Q L R Q Q Q Q Q Q Q
25 Q Q Q Q Q Q L S S R Q Q Q Q Q Q
26 Q Q Q Q Q L Q S S Q R Q Q Q Q Q
27 Q Q Q Q L L S Q Q S R R Q Q Q Q
28 Q Q Q L Q L S Q Q S R Q R Q Q Q
29 Q Q L L L Q S Q Q S Q R R R Q Q
30 Q L Q L L S Q Q Q Q S R R Q R Q
31 L L L Q L S Q Q Q Q S R Q R R R
32 R L L L Q S Q Q Q Q S Q R R R L
33 Q R L L S Q Q Q Q Q Q S R R L Q
34 Q Q R L S Q Q Q Q Q Q S R L Q Q
35 Q Q Q R S Q Q Q Q Q Q S L Q Q Q
36 Q Q Q L R Q Q Q Q Q Q L R Q Q Q
37 Q Q L S S R Q Q Q Q L S S R Q Q
38 Q L Q S S Q R Q Q L Q S S Q R Q
39 L L S Q Q S R R L L S Q Q S R R
40 R L S Q Q S R L R L S Q Q S R L
41 Q R S Q Q S L Q Q R S Q Q S L Q
42 Q L R Q Q L R Q Q L R Q Q L R Q
43 L S S R L S S R L S S R L S S R
44 R S S L R S S L R S S L R S S L
45 F F F F F F F F F F F F F F F F

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q L
1 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q L S
2 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q L Q S
3 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q L L S Q
4 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q L Q L S Q
5 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q L L L Q S Q
6 Q Q Q Q Q Q Q Q Q L Q L L S Q Q
7 Q Q Q Q Q Q Q Q L L L Q L S Q Q
8 Q Q Q Q Q Q Q L Q L L L Q S Q Q
9 Q Q Q Q Q Q L L L Q L L S Q Q Q

10 Q Q Q Q Q L Q L L L Q L S Q Q Q
11 Q Q Q Q L L L Q L L L Q S Q Q Q
12 Q Q Q L Q L L L Q L L S Q Q Q Q
13 Q Q L L L Q L L L Q L S Q Q Q Q
14 Q L Q L L L Q L L L Q S Q Q Q Q
15 L L L Q L L L Q L L S Q Q Q Q Q
16 R L L L Q L L L Q L S Q Q Q Q Q
17 Q R L L L Q L L L Q S Q Q Q Q Q
18 Q Q R L L L Q L L S Q Q Q Q Q Q
19 Q Q Q R L L L Q L S Q Q Q Q Q Q
20 Q Q Q Q R L L L Q S Q Q Q Q Q Q
21 Q Q Q Q Q R L L S Q Q Q Q Q Q Q
22 Q Q Q Q Q Q R L S Q Q Q Q Q Q Q
23 Q Q Q Q Q Q Q R S Q Q Q Q Q Q Q
24 Q Q Q Q Q Q Q L R Q Q Q Q Q Q Q
25 Q Q Q Q Q Q L S S R Q Q Q Q Q Q
26 Q Q Q Q Q L Q S S Q R Q Q Q Q Q
27 Q Q Q Q L L S Q Q S R R Q Q Q Q
28 Q Q Q L Q L S Q Q S R Q R Q Q Q
29 Q Q L L L Q S Q Q S Q R R R Q Q
30 Q L Q L L S Q Q Q Q S R R Q R Q
31 L L L Q L S Q Q Q Q S R Q R R R
32 R L L L Q S Q Q Q Q S Q R R R L
33 Q R L L S Q Q Q Q Q Q S R R L Q
34 Q Q R L S Q Q Q Q Q Q S R L Q Q
35 Q Q Q R S Q Q Q Q Q Q S L Q Q Q
36 Q Q Q L R Q Q Q Q Q Q L R Q Q Q
37 Q Q L S S R Q Q Q Q L S S R Q Q
38 Q L Q S S Q R Q Q L Q S S Q R Q
39 L L S Q Q S R R L L S Q Q S R R
40 R L S Q Q S R L R L S Q Q S R L
41 Q R S Q Q S L Q Q R S Q Q S L Q
42 Q L R Q Q L R Q Q L R Q Q L R Q
43 L S S R L S S R L S S R L S S R
44 R S S L R S S L R S S L R S S L
45 F F F F F F F F F F F F F F F F



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 図 4 Zebra-mapping 手法 

 
 
さらに，2 次元，3 次元アレイに対して再帰
的 2 分割マーキングを利用することにより，
従来から知られていたアルゴリズムとは全
く違った同期アルゴリズムの開発に成功し
た．同アルゴリズムの計算機上への実装を行
い，384 状態，112690 個の遷移ルールから構
成されることが判明した．これらは 2つの国
際会議 CiE 2011 並びに HPSC 2011 にて公表
された． 

 
図 5 Zebra-mapping 手法を用いた7状態解

の計算状況． 
 

 
(3)多次元 CA 上での FSSP アルゴリズム 
多次元アレイに対して再帰的 2 分割マーキ
ングを利用することにより，従来から知られ
ていたアルゴリズムとは全く違った同期ア
ルゴリズムの開発に成功した． 
これらの結果は 2012 年開催の国際会議にて
発表される予定である． 
  

FSSP 解の探索において，世界で最小の同
期プロトコルの開発と多次元アレイへの応
用に関する研究としておおむね順調に進展
したと考えている． 
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t = 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
2 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
3 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
4 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
5 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
6 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
2 G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
3 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
4 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
5 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
6 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

13

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

t = 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 X A C Q Q Q Q Q Q Q Q Q
2 A X Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
3 C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
4 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
5 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
6 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G B A Q Q Q Q Q Q Q Q Q
2 G X G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
3 B G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
4 A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
5 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
6 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G C G G Q Q Q Q Q Q Q Q
2 G X X C Q Q Q Q Q Q Q Q Q
3 C X X Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
4 G C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
5 G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
6 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G B A B C Q Q Q Q Q Q Q
2 G X X X C Q Q Q Q Q Q Q Q
3 B X X G Q Q Q Q Q Q Q Q Q
4 A X G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
5 B C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
6 C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G C G Q C A Q Q Q Q Q Q
2 G X X X C A Q Q Q Q Q Q Q
3 C X X A C Q Q Q Q Q Q Q Q
4 G X A X Q Q Q Q Q Q Q Q Q
5 Q C C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
6 C A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

13

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

t = 7
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 X G B A Q A A G Q Q Q Q
2 G X X X X X B Q Q Q Q Q
3 B X X G B A Q Q Q Q Q Q
4 A X G X G Q Q Q Q Q Q Q
5 Q X B G Q Q Q Q Q Q Q Q
6 A X A Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 A B Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 8
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G C G Q A B B C Q Q Q Q
2 G X X X X X X C Q Q Q Q Q
3 C X X G C G G Q Q Q Q Q Q
4 G X G X X C Q Q Q Q Q Q Q
5 Q X C X X Q Q Q Q Q Q Q Q
6 A X G C Q Q Q Q Q Q Q Q Q
7 B X G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 B C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G B A Q Q B C C A Q Q Q
2 G X X X X X X C A Q Q Q Q
3 B X X G B A B C Q Q Q Q Q
4 A X G X X X C Q Q Q Q Q Q
5 Q X B X X G Q Q Q Q Q Q Q
6 Q X A X G Q Q Q Q Q Q Q Q
7 B X B C Q Q Q Q Q Q Q Q Q
8 C C C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 C A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G C G G Q Q C A A G Q Q
2 G X X X X X X X X B Q Q Q
3 C X X G C G Q C A Q Q Q Q
4 G X G X X X C A Q Q Q Q Q
5 G X C X X A C Q Q Q Q Q Q
6 Q X G X A X Q Q Q Q Q Q Q
7 Q X Q C C Q Q Q Q Q Q Q Q
8 C X C A Q Q Q Q Q Q Q Q Q
9 A X A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 A B Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 11
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G B A B C Q A A B B C Q
2 G X X X X X X X X X C Q Q
3 B X X G B A Q A A G Q Q Q
4 A X G X X X X X B Q Q Q Q
5 B X B X X G B A Q Q Q Q Q
6 C X A X G X G Q Q Q Q Q Q
7 Q X Q X B G Q Q Q Q Q Q Q
8 A X A X A Q Q Q Q Q Q Q Q
9 A X A B Q Q Q Q Q Q Q Q Q

10 B X G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
11 B C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

13

G

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

t = 12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 X G C G Q C Q A B B C C
2 G X X X X X X X X X C A
3 C X X G C G Q A B B C Q
4 G X G X X X X X X C Q Q
5 Q X C X X G C G G Q Q Q
6 C X G X G X X C Q Q Q Q
7 Q X Q X C X X Q Q Q Q Q
8 A X A X G C Q Q Q Q Q Q
9 B X B X G Q Q Q Q Q Q Q

10 B X B C Q Q Q Q Q Q Q Q
11 C C C Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 C A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 13
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G B A Q C Q Q B C C B A
2 G X X X X X X X X X X X X
3 B X X G B A Q Q B C C A Q
4 A X G X X X X X X C A Q Q
5 Q X B X X G B A B C Q Q Q
6 C X A X G X X X C Q Q Q Q
7 Q X Q X B X X G Q Q Q Q Q
8 Q X Q X A X G Q Q Q Q Q Q
9 B X B X B C Q Q Q Q Q Q Q

10 C X C C C Q Q Q Q Q Q Q Q
11 C X C A Q Q Q Q Q Q Q Q Q
12 B X A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 A X Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 14
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G C G Q C A Q Q C B A C
2 G X X X X X X X X X X X X
3 C X X G C G G Q Q C A A C
4 G X G X X X X X X X X B Q
5 Q X C X X G C G Q C A Q Q
6 C X G X G X X X C A Q Q Q
7 A X G X C X X A C Q Q Q Q
8 Q X Q X G X A X Q Q Q Q Q
9 Q X Q X Q C C Q Q Q Q Q Q

10 C X C X C A Q Q Q Q Q Q Q
11 B X A X A Q Q Q Q Q Q Q Q
12 A X A B Q Q Q Q Q Q Q Q Q
13 C X C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 15
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G B A Q A A G Q G A C B
2 G X X X X X X X X X X X X
3 B X X G B A B C Q A A C B
4 A X G X X X X X X X X X X
5 Q X B X X G B A Q A A G Q
6 A X A X G X X X X X B Q Q
7 A X B X B X X G B A Q Q Q
8 G X C X A X G X G Q Q Q Q
9 Q X Q X Q X B G Q Q Q Q Q

10 G X A X A X A Q Q Q Q Q Q
11 A X A X A B Q Q Q Q Q Q Q
12 C X C X G Q Q Q Q Q Q Q Q
13 B X B X Q Q Q Q Q Q Q Q Q

t = 16
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G C G Q A B B A G C B Q
2 G X X X X X X X X X X X X
3 C X X G C G Q C Q A C B Q
4 G X G X X X X X X X X X X
5 Q X C X X G C G Q A B B A
6 A X G X G X X X X X X C Q
7 B X Q X C X X G C G G Q Q
8 B X C X G X G X X C Q Q Q
9 A X Q X Q X C X X Q Q Q Q

10 G X A X A X G C Q Q Q Q Q
11 C X C X B X G Q Q Q Q Q Q
12 B X B X B C Q Q Q Q Q Q Q
13 Q X Q X A Q Q Q Q Q Q Q Q

13

Q

X

Q

X

C

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

t = 17
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 X G B A Q Q B A C G B Q
2 G X X X X X X X X X X X
3 B X X G B A Q C Q G B Q
4 A X G X X X X X X X X X
5 Q X B X X G B A Q Q B A
6 Q X A X G X X X X X X C
7 B X Q X B X X G B A B C
8 A X C X A X G X X X C Q
9 C X Q X Q X B X X G Q Q

10 G X G X Q X A X G Q Q Q
11 B X B X B X B C Q Q Q Q
12 Q X Q X A C C Q Q Q Q Q
13 Q X Q X C Q Q Q Q Q Q Q

t = 18
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G C G G Q G C B G C Q Q
2 G X X X X X X X X X X X X
3 C X X G C G Q C G G C Q Q
4 G X G X X X X X X X X X X
5 G X C X X G C G G Q G C B
6 Q X G X G X X X X X X X X
7 G X Q X C X X G C G Q C G
8 C X C X G X G X X X C A Q
9 B X G X G X C X X A C Q Q

10 G X G X Q X G X A X Q Q Q
11 C X C X G X Q C C Q Q Q Q
12 Q X Q X C X C A Q Q Q Q Q
13 Q X Q X B X G Q Q Q Q Q Q

t = 19
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G B A B A G B Q G B A Q
2 G X X X X X X X X X X X X
3 B X X G B A Q G A G B A Q
4 A X G X X X X X X X X X X
5 B X B X X G B A B A G B Q
6 A X A X G X X X X X X X X
7 G X Q X B X X G B A Q G A
8 B X G X A X G X X X X X X
9 Q X A X B X B X X G B A Q

10 G X G X A X A X G X G Q Q
11 B X B X G X Q X B G Q Q Q
12 A X A X B X G X A Q Q Q Q
13 Q X Q X Q X A X Q Q Q Q Q

t = 20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G C G B C G C Q G C G C
2 G X X X X X X X X X X X X
3 C X X G C G C G C G C G C
4 G X G X X X X X X X X X X
5 B X C X X G C G B C G C Q
6 C X G X G X X X X X X X X
7 G X C X C X X G C G C G C
8 C X G X G X G X X X X X X
9 Q X C X B X C X X G C G C

10 G X G X C X G X G X X C Q
11 C X C X G X C X C X X Q Q
12 G X G X C X G X G C Q Q Q
13 C X C X Q X C X C Q Q Q Q

t = 21
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X G B G B G G B G G B G B
2 G X X X X X X X X X X X X
3 B X X G B G B G B G B G B
4 G X G X X X X X X X X X X
5 B X B X X G B G B G G B G
6 G X G X G X X X X X X X X
7 G X B X B X X G B G B G B
8 B X G X G X G X X X X X X
9 G X B X B X B X X G B G B

10 G X G X G X G X G X X X X
11 B X B X G X B X B X X G Q
12 G X G X B X G X G X G Q Q
13 B X B X G X B X B X Q Q Q
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G

X

G

X

G

X

G

X

G

X

A

Q

t = 22
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 X G G G G G G G G G G G
2 G X X X X X X X X X X X
3 G X X G G G G G G G G G
4 G X G X X X X X X X X X
5 G X G X X G G G G G G G
6 G X G X G X X X X X X X
7 G X G X G X X G G G G G
8 G X G X G X G X X X X X
9 G X G X G X G X X G G G

10 G X G X G X G X G X X X
11 G X G X G X G X G X X A
12 G X G X G X G X G X A X
13 G X G X G X G X G X A Q Q

t = 23
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 X X X X X X X X X X X X X
2 X X X X X X X X X X X X X
3 X X X X X X X X X X X X X
4 X X X X X X X X X X X X X
5 X X X X X X X X X X X X X
6 X X X X X X X X X X X X X
7 X X X X X X X X X X X X X
8 X X X X X X X X X X X X X
9 X X X X X X X X X X X X X

10 X X X X X X X X X X X X X
11 X X X X X X X X X X X X X
12 X X X X X X X X X X X X X
13 X X X X X X X X X X X X Q

t = 24
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 F F F F F F F F F F F F F
2 F F F F F F F F F F F F F
3 F F F F F F F F F F F F F
4 F F F F F F F F F F F F F
5 F F F F F F F F F F F F F
6 F F F F F F F F F F F F F
7 F F F F F F F F F F F F F
8 F F F F F F F F F F F F F
9 F F F F F F F F F F F F F

10 F F F F F F F F F F F F F
11 F F F F F F F F F F F F F
12 F F F F F F F F F F F F F
13 F F F F F F F F F F F F F

1  2  3  4  5  6    . . . .                    n  

1
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4
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6
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4
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1 2 3 4 n
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