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研究成果の概要（和文）：学習機械の汎化能力をオンライン学習の枠組みで統計力学的手法を用

いて解析した。解析は、生徒が複数の動く教師から学ぶモデル、学習に用いる例題のうち尐数

の例題だけに正解が付与されているようなモデル、例題自身に相関があるモデルなど、統計的

学習の基礎理論と応用の両面への波及効果が大きく、時間的あるいは空間的な観点で特徴を有

するいくつかのモデルを対象とし、網羅的かつ系統的に行った。また、いずれの場合も計算機

実験との比較により検証を行った。 

 
研究成果の概要（英文）：We have analyzed the generalization ability of learning machines in 

the framework of online learning using statistical mechanical method. The exhaustive and 

systematic analyses have treated some models which are interesting from the viewpoint of 

temporal and spacious aspects and have effects on both the fundamental theory and 

applications. 
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１． 研究開始当初の背景 

 

与えられた一定数の入力と正解のペア（例
題）を用いて、生徒が繰り返し学習する枠組
みはバッチ学習と呼ばれる。これに対して、
一つの例題が与えられたら、生徒はそれに応
じてすぐに自分自身のパラメータ（結合荷重
など）を変化させ、その例題は忘れてしまっ
て二度と使わないような学習の枠組みはオ

ンライン学習と呼ばれる。オンライン学習は
過去に出てきた例題についても必ずしも確
実には答えられないという欠点があるもの
の、学習時間や記憶容量の点でメリットが大
きい。また、教師の構造が時間とともに変化
する場合などのように時間とともに環境が
変化しても追随できる。オンライン学習を対
象とした統計力学的解析については 1990 年
代以降に、たとえば D. Saad, M. Opper, M. 
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Biehl, P. Riegler, J. K. Anlauf, J. Inoue, Y. 

Kabashima, H. Nishimori らによって行わ
れてきた。 

 

申請者はこれらの先行研究の結果をふま
えて 2006-2008 年度の科学研究費補助金に
より、教師が動くモデル、時間方向アンサン
ブル学習、教師が複数存在するモデルなど時
間的・空間的な観点で興味深いモデルを対象
に統計力学的手法を用いた基本的な解析を
行った。その結果、これらが比較的シンプル
なモデルであるにも関わらず非自明で興味
深い性質を有することが明らかになった。た
とえば、教師が動くモデルにおいては、生徒
からは動く教師の出力だけが見えており、真
の教師の出力は直接には見えないにも関わ
らず、ある条件においては生徒が動く教師よ
りも賢くなりうる。また、教師が複数存在す
るモデルにおいて生徒が賢くなるためには
必ずしも教師の数が多かったり、その多様性
が豊かである方が良いわけではない。 

このように 2006-2008 年度の科研費によ
る研究は統計力学的手法を用いた解析の第
一歩と呼ぶべきものであるにも関わらず、当
初期待した以上の成果を上げることができ
た。 

 

 

２．研究の目的 

 

教師が動くモデルや教師が複数存在する
モデルを対象とした網羅的解析，さらにこれ
らを拡張したモデルを対象とする発展的解
析を行う。具体的な内容は以下の通りである． 

 

（１） 生徒が複数の動く教師から学ぶモデ
ルの解析 

教師が動くモデルの解析と教師が複数存
在するモデルの解析をもとに，生徒が複数の
動く教師から学ぶモデルの解析を行う．現実
の人間社会の階層構造においても教師は複
数存在しており，また，それぞれの教師は自
身が学び続けている場合が多いので，この解
析は現実の人間社会との類似性を持ってい
る。 

 

（２）新しい学習則 

2006-2008年度の研究で対象とした学習則
は線形モデルの場合は勾配法、非線形モデル
の場合はヘブ学習、パーセプトロン学習、ア
ダトロン学習であった。しかし、学習則はも
ちろんこれだけではない。たとえば最近注目
されている学習則のひとつに同時摂動型学
習がある。このように従来からよく解析され
ている学習則以外の学習則の解析に取り組
む。 

 

（３）入力が相関を有する場合 

統計力学的手法を用いる場合，解析の都合
上、入力が独立に生成されることを仮定する
場合が多い。この仮定により解析は容易にな
るが、実際の応用を考えた場合、入力が相関
を有する場合が多い。手書き文字認識を例に
とると、例題パターンを多く収集する必要が
あるが、このとき同一人物が書く文字パター
ンは似ている（相関を有する）はずである。
このように入力が相関を有する場合につい
て理論的に解析しておくことは有意義であ
る。 

 

 

３．研究の方法 

 
（１） モデルの設定 
 教師や生徒は線形パーセプトロンあるい
は非線形パーセプトロン（単純パーセプトロ
ン）であるとする。結合荷重の初期値や入力
はガウス分布にしたがい独立に生成される
ものとする。また、本来は確率的なダイナミ
クスを決定論的な連立微分方程式で記述す
るために、結合荷重や入力の次元が無限大の
熱力学的極限を考えるものとする。さらに、
以下で述べる自己平均性を仮定するために、
教師や生徒の結合荷重のノルムが入力のノ
ルムより十分大きい場合を考える。 
 
（２） 巨視的変数のダイナミクスを記述す

る決定論的な連立微分方程式の導出 
モデルのダイナミクスを尐数の巨視的変

数で記述する。具体的には、生徒の長さや生
徒と教師の類似度が巨視的変数となる。これ
らのダイナミクスを記述する連立微分方程
式を統計力学的手法に基づき導出する。この
研究で扱うモデルでは、教師や生徒の結合荷
重のノルムが入力のノルムより十分大きい
ので、本来は確率変数である入力の影響をそ
の平均で置き換えることができる。この考え
方を統計物理では自己平均性と呼ぶ。その結
果、連立微分方程式は決定論的な形で導出さ
れることになる。 
 
（３） サンプル平均の計算 
導出された決定論的連立微分方程式には

いくつかのサンプル平均、すなわち確率変数
を入力に関して平均したものが含まれてい
る。これを解析的に計算する。線形パーセプ
トロンの場合は比較的容易に解析的に求め
ることができる場合が多い。非線形パーセプ
トロンの場合にはこのサンプル平均を計算
するために複雑なガウス積分を実行しなけ
ればならず、それが解析的に求まらない場合
も多い。その場合には数値積分やモンテカル
ロ法を用いる。 
 



 

 

（４） 微分方程式を解析的に解く 
解析的に求められたサンプル平均を連立

微分方程式に代入し、これを解くことにより、
巨視的変数のダイナミクスが理論的に求め
られる。線形パーセプトロンの場合は連立微
分方程式が解析的に解ける可能性も十分に
ある。非線形パーセプトロンの場合には仮に
サンプル平均が解析的に求まっても、それら
を代入した連立微分方程式は解析的に解け
ない場合も多いが，その場合にはルンゲクッ
タ法等を用いて数値的に解く。 

 
（５）汎化誤差の計算 

統計的学習理論の重要な目的は、未知の入
力に対する誤差の期待値、すなわち汎化誤差
を理論的に計算することである。解析的に、
あるいは数値的に求められた巨視的変数を
用いて汎化誤差を計算する。ここでも線形パ
ーセプトロンの場合は解析的に計算できる
可能性が高いのに対し、非線形パーセプトロ
ンの場合にはガウス積分を数値的に実行し
たりモンテカルロ法を用いる必要が生じる
可能性もある。 
 
（６）計算機実験の実行 

以上の理論解析と並行して計算機実験を
行う。その場合、結合荷重や入力の次元を無
限大とすることはできないので、103～ 104

次元で実行する。また、汎化誤差の計算のた
めに106～108個程度のランダム入力を生成し、
それらに対する誤差の平均をとる。 

 
（７）検証と考察 
 理論計算結果と計算機実験の結果を比較
検討することにより理論の正当性を検証す
る。また、計画通り巨視的変数や汎化誤差が
解析的に得られたならば、汎化誤差が発散し
ない条件や時間が十分経過した後の定常状
態、残留汎化誤差についても理論的な洞察が
行える可能性が高いので、検討・考察を行う。 
 
 
４．研究成果 
 
（１） 生徒が複数の動く教師から学ぶモデ

ルの解析 

多数の非定常な教師から生徒がオンライ
ン学習を行う場合について、教師と生徒がい
ずれも雑音が重畳する線形パーセプトロン
であるようなモデルを対象に統計力学的手
法を用いて解析的に調べた。その結果、教師
の学習係数、生徒の学習係数、教師の数によ
って生じる汎化誤差の違いが定量的に明ら
かになった。また、多数の教師自身が学習を
している場合としていない場合について、生
徒の汎化誤差に違いが生じることが明らか
になった。 

 
（２）新しい学習則 
オンライン型の同時摂動型学習の汎化誤

差の漸近特性はパーセプトロン学習と同じ
で例題数の-1/3 乗であることが先行研究に
より明らかになっているが，我々はパーセプ
トロン学習とアダトロン学習の違いを深く
考察し，これを同時摂動型学習に適用するこ
とにより適応型同時摂動学習を提案し，その
汎化能力を統計力学的手法を用いて解析し
た。その結果，提案学習則の汎化誤差がアダ
トロン学習と同様に例題数の-1 乗に比例す
る漸近特性を有することを明らかにした。 
 
 また，半教師付学習の解析を行った。ヘブ
学習とパーセプトロン学習の二つの学習則
を対象に解析した結果、ヘブ学習の場合には、
同時に用いる入力パターンの数 Kが大きいほ
ど学習初期での汎化誤差減尐は速いが、学習
終盤では逆に Kが小さい方が汎化誤差が小さ
くなることがわかった。一方、パーセプトロ
ン学習の場合には汎化誤差は減尐しないこ
とが明らかになった。 
 

（３）入力が相関を有する場合 
相関を有する例題を用いるオンライン学

習の解析を行い､汎化誤差のダイナミクスを
理論的に求めた。その結果，パーセプトロン
学習では同時に用いる例題を増やすと汎化
誤差が減尐するのに対し，ヘブ学習とアダト
ロン学習では下限があり，学習則により質的
な違いが存在することを示唆する結果が得
られた。 
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