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研究成果の概要（和文）：観測される変数の数が二つの場合において、観測誤差の自乗が正規分

布に従うという前提のもと、多変量確率的ボラティリティ（条件付き分散）模型が単一の共通

変動因子を有するという仮説にたいする検定統計量を開発した。多変量確率的ボラティリティ

模型を線形状態空間模型に変換することによりこの結論は導かれる。実証分析への応用として、

アジア諸国の株式市場の価格指数の分析により、いくつかの市場が共通の変動因子を有する可

能性が示唆されている。

研究成果の概要（英文）： The Lagrange multiplier test is proposed for the null hypothesis

that the bivariate time series has the only common stochastic volatility and no

idiosyncratic volatility factor. The test statistic is derived by representing the model

in the linear state-space form under the assumption that the log of squared measurement

error is normally distributed.
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１．研究開始当初の背景
(1)多変量stochastic volatility model研究
の最近の進展はめざましく、様々な模型が提
案されている。しかし、ほとんどの研究の焦
点は推定問題にあり、その模型間の比較・モ

デル選択・仮説検定にはまだ十分な進展がみ
られていない。とくにvolatilityの次元の決
定問題についてほぼ白紙の状態といってよい。
stochastic volatility modelのオリジナルな
モデルは非線形状態空間モデルであるため、
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尤度関数の評価などには数値積分が必要であ
る。このため台形公式による数値積分、乱数
による数値積分、Bayes推定など推定だけでも
様々な技術を必要とする。数値計算が必要で
あることは、実証に用いることへの大きなハ
ードルとなってきた。

(2) 多変量 stochastic volatility modelは、
誤差項の分布に特殊な仮定をおき、観測され
る変数の自乗の対数が正規分布にしたがう
と仮定することにより線形状態空間モデル
に帰着できることがすでに知られている。
（Harvey et al. 1994, Review of Economic
Studies, pp.247-264）線形状態空間モデル
に変形することにより、推定精度は若干おち
るものの、推定に必要な数値計算は飛躍的に
単純になることも知られており、その推定に
関してはすでに十分研究しつくされている。
(Asai et al., 2006, Econometric Review,
pp.145-175 を参照) しかし、線形状態空間モ
デルの構造の構造間の比較・モデル選択・仮
説検定については、線形、非線型を問わず、
ほとんど手がついていないといっても過言
ではない。

(3)多変量Garchモデルと多変量Stochastic
volatility モデルに代表されるボラティリ
ティ変動モデルは、国際金融市場の分析に重
要な役割をはたしている。とくに金融危機の
国際的な伝播の分析、不確実性の伝播など、
近年頻発する金融危機(アジア金融危機、サ
ブプライム問題等)の特徴として、一国での
金融危機が瞬く間に国際的に伝播し、国際的
な危機に拡大するというものがある。これは
経済のグローバル化の必然的な帰結ではあ
るものの、国・地域ごとにリスクの伝播の形
態、速度、継続期間は異なる。このため、こ
れらの複雑な現象を記述し、予測するモデル
の意義は大きく、その統計的分析手法が必要
とされている。

２．研究の目的
(1)線形の多変量状態空間モデルにおける

状態変数の次元を決定するための仮説検定
の開発の第一歩として、二変量の状態空間モ
デルが同一の状態変数によって駆動されて
いるかどうかの検定を行う。この検定は、観
測される確率変数をトレンド部分と系列相
関をもたない攪乱項に分解した上で、トレン
ド部分が状態空間モデルに従うとき、トレン
ド部分を構成する状態変数の分布の次元を
しらべるものである。本研究では、仮説検定
の枠組みの中で、分布の退化を帰無仮説とし
て次元の決定をおこない、状態空間模型での
仮説検定について統計的推論の確立をめざ
すものである。この問題は stochastic
volatility への応用なくしても、それだけで

重要な応用分野を有する課題である。

(2) stochastic volatility 模型は分布に
特殊な想定をおくことにより線形状態空間
モデルに変換できるため、多変量線形状態空
間モデルでの仮説検定は多変量 stochastic
volatility の構造の仮説検定にそのまま利
用できる。

(3)実証分析の対象としてアジア金融危機を
えらび、各国の金融市場、とくに株式市場が
不確実性において相互に完全に連動してい
るか、それとも国ごとに独自の不確実性を有
するかを統計的に検証する。このような検証
をおこなうことにより、危機の伝播の経路を
明らかにすることができ、さらにその防止や
対策にも貢献できる。

３．研究の方法
(1)次の理由から Lagrange乗数検定統計量を
用いる。この統計量は score 検定統計量とも
よばれる。対立仮説は状態変数の次元が２で
あり、帰無仮説のもとでの状態変数の分布の
次元が１というものである。帰無仮説のもと
で分布が退化することは、未知の分散パラメ
ターの一つが０となるということであらわ
される。推定される統計量が正規分布である
ためには、推定される係数がパラメター空間
の内点であることを必要とすることに留意
すると、Wald 検定、尤度比検定は制約される
係数についても推定が必要であるので、分散
＝０という仮説の検定には利用不可能であ
り。これにたいしてラグランジュ乗数検定は
制約がおかれる係数には推定をおこなわな
い。ラグランジュ乗数検定は、帰無仮説のも
とでの未知係数の推定値だけを用いるので、
帰無仮説のもとで０とおかれる分散パラメ
ターの推定は用いないため、推量量はすべて
係数空間の内点とすることができる。したが
って統計量構築に用いられる推定量の分布
は正規分布に漸近的に従うことが可能とな
る。これにより検定統計量はカイ自乗分布に
漸近的に従う。

(2)退化する密度関数の評価には次の方法を
用いる。 対数尤度関数を微分して帰無仮説
のもとで評価したものが、Lagrange 乗数検定
統計量の中核部分である。対数尤度関数は遷
移方程式と観測方程式の密度関数から構成
される。帰無仮説のもとでは遷移方程式が退
化するため、そのままの形では対数尤度関数
の微係数を帰無仮説のもとで求めることは
困難である。それの一つの解決として Dirac
の deltaと呼ばれる次のような手法を用いる。
期待値 0、分散 2 の正規分布の密度関数を

2( , )f x  と表し、任意の密度関数を 2( , )g x 
とおくと、分散 2 が０に限りなく近づくとき、



2lim ( , ) ( ) (0),f x g x dx g 

2 2lim ( / ) ( , ) ( ) (0),f x g x dx g      

という関係式が成立することを用いる。これ
は Dirac の delta とよばれる関数が満たす関
係式であり、分散０の正規分布の密度関数の
微係数に利用可能であり、退化する密度関数
の処理には本質的な関係式である。

(3)モデルの定式化は次のように行う。
２変量 stochastic volatility model は
観測される変数 1 2,t tr r に対して

1 1 1 1exp( 0.5 )t t tr e h 

2 2 2 2exp( 0.5 )t t tr e h 

と表される。

2 2 2
1 1 1 1 1log( ), log( ) [log( )]t t t t ty r e E e  

とおくと、線形状態空間模型での観測方程式

1 1 1 1 2 2 2 2, ,t t t t t ty h y h        

に変換することができる。遷移方程式

1 1 1 1 1 ,t t th h u  

2 2 2 1 1 2t t t th h u u   

を観測方程式とあわせると、線形状態空間模
型と見なすことができる。ここでは、遷移方
程式が一般の多変量自己回帰仮定ではない。
このような特殊な形を用いたのは、一般的な
表現のモデルを用いると帰無仮説

1 2 2, 1, ( ) 0tVar u    
のもとでは推定できない係数が出現するた
め、上記の特殊な形のモデルの推定と同値に
なるからである。

(4)帰無仮説 1 2 2, 1, ( ) 0tVar u     の検
定が正しいとき、係数の対数尤度関数の微分
係数が平均的には 0になるという事実をもち
い、ラグランジュ乗数検定を行う。この検定
の統計量の一般形は次のようなものである。
帰無仮説のもとでの制約をうける係数ベク
トルを 1 とし、制約を 1 10  とする。制約を
うけず、推定される係数ベクトルを 2 とする。
帰無仮説の元での最尤推定をおこなうこと
から
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である。一方、帰無仮説のもとで制約をうけ
る係数について、対数尤度関数
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は必ずしも０ではないが、制約が正しいとき、
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行列とする。したがって、帰無仮説のもと、
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グランジュ乗数検定である。
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とし、 iy を i 時点までの観測値ベクトルとす
る。

４．研究成果
(1) サイズと検出力
上述の方法により、統計量の公式を出すこと
ができた。この統計量の大標本分布はカイ自
乗分布であるが、実際のサンプルでのパフォ
ーマンス、とくにサイズとパワーをモンテカ
ルロ実験で調べた。

Table 1 が示すように、T=500 では正しいサ
イズからのずれはかなりあるが、T=750 では
改善がみられる。この程度のサンプルサイズ
は金融データでは特別に大きいものではな
く、十分実用に足りる検定であると判断でき
る。また、Table 2 はこの検定が十分な検出
力を持っていることを示している。



(2)実証分析
提案された検定統計量の応用として、Hong
Kong(HKG), India(IND), Shanghai(SHA),
Indonesia(IDN), Japan(JPN), Korea(KOR),
Malaysia(MYS), Philippines(PHL),
Taiwan(TWN), Thailand(THA),
Singapore(SGP)というアジア諸国の株式市場
がvolatilityを共通にするか調べた。この問
題は金融危機における国際間でのリスク伝播
がアジア全域に重要な問題を引き起こしたこ
とから、きわめて重要な問題である。

現状ではこの検定は2カ国間のvolatility
が共通かを検定することができるだけなの
で、グループに属するどの国も他の国と共通
の volatility を有する可能性があるとき、
そのグループは単一 volatility を有する可
能性があると考える。その結果、単一
volatility を有する可能性があるグループ
は次のように列挙できる。

表から明らかなように、台湾と上海の株式市
場は独立性が比較的に強い。

残 念 な こ と に 、 こ の 方 法 で は 単 一
volatility の可能のあるグループは一意的
ではない。より明確な結論を導くには、3 変
数以上の場合において単一 volatility 共有
の検定の開発が必要である。
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