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研究成果の概要（和文）：数論的誤差項, 特にディリクレの約数問題から生ずる誤差項Δ(x)

について, Δ(x)やその２乗を係数に持つディリクレ級数の解析的性質を研究すると共に，

Δ(x)を含む積分の明示公式を導いた．またΔ(x)と深い関係にあるチャウラ-ワールムの和

について, 指数対の理論を適用し, 上からの評価を改良した．またこの和の２乗平均値定

理についても，従来知られている結果の改良を得た．一方, 我々の研究対象の一般化とし

て, 一般約数問題をチャウラ-ワールムの和の拡張を用いて研究し，その誤差項の２乗の離

散平均と連続平均の差を詳細に研究した 

 
研究成果の概要（英文）：First we studied the analytic properties of the Dirichlet series 

obtained by the arithmetical error term, especially by the error term Δ(x) arising from the 

Dirichlet divisor problems. We also derived the explicit formula of the integral involving 

Δ(x). Secondly we treated the sum of Chowla and Walum. We succeeded to improve its 

upper bound by using the theory of exponent pairs. We also got an improvement of its mean 

square formula. As a generalization of our study, we considered closely the difference of the 

discrete and continuous mean square formulas of the error term obtained from the general 

divisor problems by using the generalized sum of Chowla and Walum. 
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１． 研究開始当初の背景 

 

数論的関数 a(n) は一般に激しく振動する
ことから, a(n) の x までの総和の挙動が最
も重要な問題になる．総和の主要項は多くの
場合, 初等関数であらわされるから，主な研

究対象は誤差項である．ディリクレの約数問
題など古典的な問題において，誤差項の上下
からの評価，２乗平均などが精細に研究され
てきた．そのとき，a(n) を係数とするディリ
クレ級数の解析的な性質を, ペロンの公式に
よって総和に反映させるのが常道である．た
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とえば a(n) が約数関数 d(n) の場合，対応す
るディリクレ級数はリーマンゼータ関数の
２乗になり，ヴォロノイは，その極の位置や, 

関数等式から, 誤差項Δ(x)の級数表示式を
導いた. このヴォロノイ公式はその後の研究
の最も重要な基礎の一つとなっている． 

一方, Δ(x) には周期的ベルヌーイ多項式
の和による表示がある. いわゆるチャウラ-

ワールムの和による表示と言われるもので
ある．チャウラとワールムは彼らの名を冠し
た和に関してある種の予想を立てているが，
1980 年代以降, このチャウラ-ワールムの和
に関して，金光-シタラマチャンドララオ, ノ
ヴァック, プライスマンなどにより多くの研
究がなされてきた． 

Δ(x)のべきの離散平均と連続平均の差に
関する考察はハーディの論文の中に散見す
るが，連携研究者の一人である古屋淳は , 

2006 年の論文でその差を詳細に研究し，非
常に興味深い結果を出している． 

以上のことを背景にして，我々はΔ(x)を含
む積分や，Δ(x)およびそのべきを係数とする
ディリクレ級数の解析的性質, また, ２次元
の一般約数関数に対して, 離散平均と連続平
均の差を調べるということを動機として, こ
の研究は始まった． 

 

２．研究の目的 

 

数論的誤差項の研究は長い歴史を持つ古典
的な問題である．平均値定理などは近年盛ん
に行われている研究分野であり，古典的理論
の見直しとともに多くの目覚しい結果が得
られている．中でも約数問題における誤差項
Δ(x)の研究は最も代表的なものである．当研
究課題では以下のことを目的とした． 

 

(1) d(n)ではなく, Δ(n)自身，及びその２乗を
係数に持つようなディリクレ級数の解析的
性質を考察する．特にこれらの関数の解析接
続可能性, 極の位置や位数, そこでの留数, 

Im(s) が大きくなる時のオーダー評価を研究
する．また得られた結果を d(n)Δ(n) を係数
とするディリクレ級数に研究に応用する． 

 

(2) 次にΔ(x) を含むメリン変換型の積分を
研究対象とする．まず絶対収束域を超えたと
ころでの, 積分の存在を問題にする．特に一
様収束性が問題になるが, それを示し明示的
な表示式を求める．また積分が存在しない範
囲では, 積分区間に関する大きくなる度合い
を求める． 

 

(3) 前述のように, チャウラ-ワールムの和は
ディリクレの約数問題と深い関係にある．
我々はチャウラ-ワールムの和の新しい漸近
式を導き，その２乗平均などを調べる．また

チャウラ-ワールムの和の評価に関して，指数
対の理論を適用し, 従来知られている結果を
改良する． 

 

(4) 約数問題に関して, 離散平均と連続平均
の差は, 古屋により詳細に研究されたが，こ
れを一般約数問題の２乗平均の場合に拡張
する．それによって, 一般約数関数に関する
２乗平均値定理で抜けおちていたところを
補い，完璧なものにする． 

 

３．研究の方法 

 
(1) Δ(n) を係数とするディリクレ級数の
場合は, ある種の和をメリン-バーンズの積
分表示に持ち込み, 解析出来る形にする．一
方Δ(n)の２乗を係数とする場合は問題は更
に困難であり，最終的にはイヴィッチによる
Δ(x)のラプラス変換の結果に帰着させる． 
 
(2) Δ(x)のメリン変換型の積分では, 解析
接続性はわかっているので，積分自体の挙動
を問題とする．特に周期的ベルヌーイ多項式
の積を含む積分がカギになり，その評価を良
くするために, ディリクレのハイパボーラ
メソッドなどを駆使した．またコンヴォリュ
ージョン型になっている周期的ベルヌーイ
多項式の積の積分を, 目的(3)のチャウラ-
ワールムの和に結びつけ, 良い評価を導く． 
 
(3) ヴァン-デア-コルプトの指数積分の漸
近式を少し精密にしたミンの定理を, チャ
ウラ-ワールムの和を指数和に変換したのち
に適用し，チャウラ-ワールムの和に対する
ヴォロノイ公式ともいえるものを導出する．
これを用いて, チャウラーワールムの和の
２乗平均値定理を導く．またヴァン-デア-コ
ルプト，フィリップスによる指数対の理論を
適用し，チャウラ-ワールムの和の上からの
評価を改良する． 
 
(4)Δ(x)がチャウラ-ワールムの和を用いて
表されることは既知である．一般約数関数の
場合には, チャウラ-ワールムの和を拡張す
る必要がある．それと(2)で用いた方法を組
み合わせ，離散平均と連続平均の差を解析す
る． 
 
４．研究成果 
 
この研究課題においては，上記の４項目を中
心に研究に取り組んだ．以下，それぞれにつ
いて得られた結果を述べることにする． 
 
(1)約数関数から生ずる誤差項Δ(n)および
その２乗を係数とするディリクレ級数を考
え, それらの解析接続，極の位置，留数など



を決定した．Δ(n)を係数とする場合，対応
するディリクレ級数は全平面に解析接続さ
れ，s=1 に２位の極，0 と負の偶数点に１位
の極を持つ．一方Δ(n)の２乗を係数とする
ディリクレ級数では, 現時点では Re(s)>2/3
まで接続でき, s=3/2 に１位の極，s=1 に３
位の極を持つ．この結果は特にイヴィッチに
よるΔ(x)のラプラス変換の結果に依存して
いる．そのため s の実部が 2/3 以下の領域
への接続は現時点では難しいと思われる. 
またラウ-ツァンの公式および彼らの予想と, 
我々のΔ(n)の２乗から得られるディリクレ
級数の 解析的な性質,特にそれぞれの極に
おける留数との関係について考察をした． 
  上記の類似物として, ガウスの円問題の
場合にも同様の研究を行った． 
  さらに関連する問題として，d(n)Δ(n)を
係数とするディリクレ級数について解析接
続可能性や, 極の位置などの結果を得た．こ
の応用として，今までは取り扱うことのでき
なかった多重(２重)ゼータ関数の非自明な
接続を証明することができた． 
  解析数論では Im(s)に関するオーダー評
価は非常に重要である．Δ(n)の２乗を係数
とするディリクレ級数,および d(n)Δ(n)を
係数とするディリクレ級数について, Im(s)
に関する評価を得た． 
 
(2)Δ(x)のメリン変換型の積分の明示的な
形を, 平均値定理を用いない初等的な議論
で導いた．入っている複素パラメータの実部
が１より大で 5/4より小さいときは積分は絶
対収束せず, 評価にいろいろな工夫が必要
であった．また１以下の場合はこの積分は発
散する．そこで xまでの積分を考え，x に関
するオーダーを調べた．そのために２つの周
期的ベルヌーイ多項式のコンヴォリュージ
ョン型の積の積分と, チャウラ-ワールムの
和を用いて表示した．この結果は次に述べる
事項とも関連しており，非常に興味深い． 
 
(3)前述のようにΔ(x)は２つのチャウラ-ワ
ールムの和の和として書けている．そこでチ
ャウラ-ワールムの和自体の平均値定理もよ
く研究されてきた．我々はチャウラ-ワール
ムの和を指数和に変換した後，ミンの定理を
適用し, ヴォロノイ公式に類似の表示を導
いた．これによってチャウラ-ワールムの和
の２乗平均について, 従来知られていた結
果を大きく改良することができた． 

さらに指数対の理論を応用して，チャウラ
-ワールムの和の上からの評価についても改
良することができた． 
 
(4)チャウラ-ワールムの和による誤差項の
表示を, 一般化されたチャウラ-ワールムの
和を定義することにより，２次元の重み付き

一般約数問題の場合に拡張した．この表示と
古屋の離散平均と連続平均の差の公式を組
み合わせることにより，一般約数問題の場合
に，離散２乗平均と連続２乗平均の差を詳細
に研究した．その結果, 従来抜け落ちていた
場合についても２乗平均の結果を補うこと
ができた．(3)の後半で述べたことと，(4)は
On the general divisor problem and the sum 
of Chowla and Walum およびその II として
論文にまとめ，現在投稿中である． 
 
(5)上に述べたこと以外に, ラマヌジャンの
ローストノートブック p.196 にある二つの
ディリクレ級数に関する等式に証明を与え，
かつ関連する組み合わせ論的に非常に興味
深い公式を導いた. これは, バーントとチ
ャンとの共同研究である． 
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