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研究成果の概要（和文）： 
フェルマ予想(FLT)の様な数論の問題は, 非常に広範で深い理論を駆使して研究される。FLT
の証明をも含み, ７０年代より数論研究の支柱たり続けている Langlands プログラムに沿っ

て, 比較的小さい群 U(3)の場合に, その分岐表現 と 付随する L-/ε-因子を研究した。方針は, 
L-関数を 上の群を対称性にもつ保型形式という"関数"の積分変換で 表示し, その積分の分岐

因子を ホイタッカー関数を通じて 明示的に研究する。U(3)が実 Lie 群/p-進不分岐群の場合に

は,期待通りの性質を持つホイタッカー関数を同定出来た。 
 
研究成果の概要（英文）： 
Number theory investigation usually involves quite vast area of deep mathematics, 
like as the Fermat Last Theolem does. The Langlands Program, which led to the 
settlement of FLT, has been the central strategy of arithmetic since 70s. We follow the 
LP to study the ramification theory of the group U(3) representations in view point of 
L-/ ε -factors. Our approach is resorting to integral presentations of L-function of 
automorphic forms, whose ramified factors give us arithmetic info. The point is to find nice 
Whittaker functions appearing in the ramified factor. We can successfully detect 
where/which the nice ones are in the case of  
Real/unramified U(3). 
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１．研究開始当初の背景 
 
分岐する素点に於いて 数論的対象の局所的振舞いを調

べる分岐理論は、数論研究に於いて中心的課題の一つで

あり続けている。局所類体論は 完成された一つの典型で

ある。その広範な一般化が、局所体上の代数多様体の分

岐理論, ガロア表現の分岐理論として、斎藤毅氏により

展開されている。 
一般に、数論の重要な問題の多くは、L-関数の性質とし

て翻訳可能である。分岐理論も ガロア表現に付随する
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ードされているのである。 
しかし、数論的対象から代数的に定義される
L-関数を直接に研究することは、一般には大
変困難である。そこで 「解析的に定義され
る保型 L-関数の研究に帰着させる」というの
が、２０世紀中葉以降 数論研究の中心戦略
となっている(Langlands 哲学)。保型表現の
研究が、数論の問題に対して深い結果をもた
らすのである。かのフェルマ予想も、一変数
保型形式のＬ-関数 と 有理係数楕円曲線の
Ｌ-関数の対応を示す事で解決されたのであ
った。 
 
近年 Ｌ-関数の数論研究は 次の段階、即ち特
殊値の研究に移行してきている。上の対応を
通じて、更に深い数論的情報を Ｌ-関数から
読み取ろうというのである。この段階に於い
ては、Ｌ-関数の分岐因子の精緻な研究が不可
欠である。 
 

代数的Ｌ-関数のサイドには、多変数/高次元
の場合にも、斎藤毅氏の ガロア表現の分岐
理論, Rapoport, Haines 等の 算術的商多様
体の悪い還元とニアバイ サイクルの理論な
ど、高度に発達した研究がある。 
 
しかるに、保型Ｌ-関数については、まだまだ 
分岐因子の研究は 立ち遅れている。本質的
に一変数保型形式の場合と同様に扱える 
GL(2)の保型表現については、深い結果が現
れてきているものの、一般の群Ｇの保型表現
に対しては、特殊な状況での散発的研究しか
ない。 
 
 
２．研究の目的 
 
以上の研究状況に鑑み、本研究では、今後の
数論研究の礎に資するべく「保型Ｌ-関数の局
所理論の再構築」を目指す。即ち、これまで 
その定義すら等閑にされてきた多変数保型
形式に対する保型Ｌ-関数の分岐 L-因子,ε-
因子を、一般化 Whittaker 関数の積分変換の
研究を経由することで、数論の局所的/大局的
問題への応用に耐えうるレヴェルまで 明示
的に研究する。ここで、大局的問題とは 上
記の「Ｌ-関数の特殊値の研究」を意味し、局
所的問題とは 「p-進リー群 G(Q_p)の許容表
現π_p の分岐理論」を想定している。 
 
種々の総合を要する「特殊値の研究」につい
ては、射程圏内に睨みつつも将来への課題と
し、本研究では、群Ｇが比較的小さい U(3)
の場合に、局所問題：分岐理論の完備を 目
標とする。即ち、  
(１)明示公式の所産として得られる局所関数
等式から"new vector" と "解析的導手"を取
り出し、(２)分岐Ｌ-因子の研究 及び (３)表

現の分岐度合の研究   
を GL(2)の場合と同程度にまで引き上げる。 
 
 
３．研究の方法 
 
(1)<我々の方法> 
保型 L-関数の研究法には、大きく分けて、  
あ） Eisenstein 級数の定数項を調べる 
Langlands-Shahidi の方法 と  
い）表現の適切な模型から作られる積分を調
べる Rankin-Selberg の方法 がある。  
保型表現の黎明期には、"あ）には限界があり 
い）の方針の方が強力であろう"と 信じられ
ていた。しかし、歴史は人々の期待を裏切る
こととなる。９０年代終わり頃、H.Kim の
観察をブレイクスルーとし、あ）は 保型 L-
関数の研究に莫大な進展をもたらした。が、
この"流行"も一段落を見、適用可能な場合は
取り付くされた感がある。 
 
本研究では、３０余年前の素朴な方針 い）
に立ち帰り、Rankin-Selberg の積分を詳細
に研究する事で、将来の数論研究に資すべき
基礎を構築する。戦略は、「保型表現の局所
成分π_p に属する (一般化)Whittaker 関数 
W_p を明示的に調べる」という 至極単純だ
が "迂遠な"準備研究を要する 正面突破法で
ある。 
 
 (2)<他の方法との比較> 
L-関数の分岐因子を決定するだけなら、上の
方針は"遠回り"をしすぎている。実際、保型
表現が"generic"な場合、Whittaker 関数の漸
近挙動だけから分岐因子は計算できる。これ
は、GSp(4)の場合は Takloo-Bighash が、
U(2,1) の場合には 申請者が実行した。また、
あ）の方針でも、 "generic" な場合には 
Shahidi が 部分的結果を得ている。 
 
それにも拘らず、我々が 敢えて明示的研究
を志向する理由は、次の二点にある。  
 
i) ゼータ積分を具体的に計算する事で、局所
関数等式を ε-因子の形まで調べられる。 
これにより、分岐表現 π_p の "解析的導手"
が 定義でき、π_p の分岐具合の不変量を得
ると期待される。これは、GL(2)の triple L-
関数に対して、Kudla, Rapopoprt, Yang の三
氏が Steinberg 表現の場合に採った方法で
ある。 
 
更に、π_p 自身の表現論的性質から決まる 
"代数的導手"(保型形式のレヴェルの局所的
な対応物)との比較という新しい 研究テーマ
の創制が見込まれる。群が SL(2), U(2) の場
合には、Lansky と Raghuram による観察



 

 

がある。 
 
ii) 保型 L-関数の特殊値を ゼータ積分を通
じて研究する際、局所表現の模型の中に "特
別な関数"を見出すことが、肝要である。
GL(2)の場合の Popa,Xue 達の研究では、
S-W.Zhang が導入した  "Whittaker new 
form"が、不可欠であった。GSp(4)の場合に
も その存在を傍証する Roberts-Shcmidt の
研究がある。明示公式と差分系の詳査により、
"new vector"の発見が期待される。 
 
 
４．研究成果 
 

(1)本研究の目的は, 「保型L-関数の局所理論の再構築」

である。即ち, 保型 L-関数に対し, その分岐 L-因子/ε-
因子を, 数論の局所的/大局的問題への応用に耐えうるレ

ヴェルにまで 明示的に研究する。以下の（Ａ）（Ｂ）を 比
較的小さい群U(3)に対して, 研究実施する計画であった。 
（Ａ）積分表示の局所関数等式からε-因子 と "解析的導

手"を取り出し,  
（Ｂ）表現の分岐度合を計る"代数的導手" との関係を解

明する。 
 
(2)２００９年度 
 
(i)八月 京都大学に於いて Workshop を執り行い, 基本

となる群 GL(n)の場合に, 知られている結果の分析 と 
拡張に当たっての問題点/その解決方針 等について, 本
課題共同研究者を含む 国内の専門家と討議を行った。 
 
(ii)（Ａ）については,  
GL(prime)の場合に, Godement-Jacquet 積分から "解
析的導手"を計算した。 
U(3)のSteinberg表現の場合には, Whittaker関数の明

示公式 及び そのゼータ積分による 標準 L-関数の分岐

因子は得られたが, 経絡作用素の計算で停滞している。 
（Ｂ）については,  
分岐度合を測るコンパクト群からのアプローチを継続

した。GL(prime)の場合には, 条件付きでは知られてい

た過去の結果に一致することが 確かめられた。 
 
(iii)森山は, GSp(4;R)の場合に Whittaker模型の一意性

についての結果を得た。 
宮内は, p-進 U(3)の場合に 超カスプ表現が Whittaker
模型を持つ条件を同定した。 
安田は, Galois表現のε-因子について 論文を公表した。 
高野は, 表現πが 相対離散系列になる条件を得た。 
 
(3)２０１０年度 
 
(i)十一月 白馬に於けるWorkshopに McNamara氏を

招聘し, 被覆群GL~(n)の Whittaker関数の明示公式に

ついて, 解説と拡張についての示唆を受けた。上WSを

含む 多々 の研究集会に於いて, 本課題共同研究者を含

む 国内外の専門家と研究討議を行った。 
 
(ii)（Ｂ）については,  
U(3)の場合に 分岐度合を測る良いコンパクト群族が, 
宮内により提唱された。彼は, U(3)が不分岐な場合には, 
この族から定まる"良い"Whittaker 関数の存在と一意性

を示した。 
（Ａ）については,  
Gelbart-PS 積分が 期待される関数等式を持ち, 宮内の

示した Whittaker関数に対し,ε-因子が取り出せること

が判った。このε-因子が, 望まれる形であることも判明

し, "解析的導手"の候補が定まった。 
 
(iii)森山は, GSp(4;R)の場合に Bessel-Whittaker模型に

ついて研究した。 
宮内は, p-進U(3)の場合に 上（Ｂ）に基づき"代数的導手

"の候補を見付けた。 
また 安田は, Galois表現のL-/ε-因子のHecke固有値に

よる表示を得た。 
高野は, 相対離散系列表現と相対尖点表現の成果を 論
文公表した。 
 
(4)２０１１年度 
 
(i)一月 数理研での研究集会に於いて, U(3)の H-period 
の観点から これまで得られた成果を 報告講演した。ま

た, 相対跡公式アプローチ と 我々 の方法:積分表示を比

較検討するために, 三月 岡山大学にて Work Shopを開

催し, 二方法の利点/不利点の明確化 と 今後の問題につ

いて討議した。 
 
(ii)（Ｂ）については,  
宮内は上の結果を, U(3)が分岐群の場合にほぼ拡張した。 
（Ａ）については,  
無限素点上での対応する結果:Gelbart-PS 積分の局所

new vectorを同定した。 
 
(iii)宮内は, 彼の"代数的導手"と"解析的導手"が一致する

ことを 不分岐U(3)に対して示した。 
安田は, Hecke固有値による表示を 論文公表した。 
 
(5)今後の展望 
 
「分岐 L-因子 及び 表現の分岐度合いとε-因子 の研

究」を "GL(2)の場合と同程度にまで引き上げる"という

当初の目標は, 群U(3)では 完成に近付いてきた。次に向

かうべき方向としては,  
(i)大域問題「L-関数の特殊値研究」への これまでに得ら

れた研究成果の応用 
(ii)局所問題：群U(3)を越えて, これまでに得られた研究

成果の 高ランク群への拡張 
が挙げられる。 
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