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研究成果の概要（和文）： 
有限群の特徴を反映する集合として、群から群への写像の逆像を考え、それを使って群の構造
を特徴づける。写像の性質をと群の構造の関係を研究する。また、関連した斜準同型の個数に
ついての考察を行う。さらに、散在型単純群の特徴を表す２元生成性、散在型単純群が作用す
る組み合わせ構造の研究を行う。 
 
研究成果の概要（英文）： 
As a set which reflects properties of finite groups, we treated pre-image of a certain 
function between groups. We studied some properties for the function and the structur e of 
groups using this. Also we studied some properties of the number of crossed 
homomorphisms, two generated properties for sporadic simple groups and combinatorial 
structure related to Rudvalis  simple group. 
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１．研究開始当初の背景 
群を研究する上で、群が作用する集合や、群
の性質から得られる集合と群の関係を調べ
るということが基本的、かつ重要な手段であ
る。群 G の特徴を表す特別な集合を作るため
に、Gm＝G×・・・×G から G への写像ｆを
考え、G の元 a に対してｆの逆像ｆ－１（a）
＝｛ｘ＝（ｘ１,・・・, ｘｍ）｜f(x)=a｝を考
える。例えば、ｆ（ｘ）＝ｘｎという写像を
考えると、単位元のｆによる逆像は G の n
乗根の集合であり、Frobenius 以来研究され

ている重要な集合である。また、この集合は
群の間の準同型の集合や斜準同型の集合と
関連し研究されている。また、先行する
Bandman らによる群の可解性を特徴づける
群の元の列に現れる式を変形すると、
f(x,y)=y-1[xy-1x-1,x-1yx]という写像が得られ、
この写像から群の位数の性質や群の構造な
どを調べることができる。群、特に単純群の
性質や群の構造を調べるために、何か良い集
合を考える必要があり、その１つとして写像
の逆像を考え、群の構造を研究する、また、
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派生して得られるさまざまな集合（組み合わ
せ集合など）と群の関係を見出し、群の性質
を見つけることが群を研究する上で重要で
ある。 
 
２．研究の目的 
１．で述べたような観点から、さまざまな集
合と群の構造の関係を見出し、特徴づけを行
うことを本研究の目的とした。具体的には次
のようなことを中心に研究を行った。 
 
（１）上述の f(x,y)=y-1[xy-1x-1,x-1yx]に関して
次のような特徴づけを行う。 
①個々の単純群や特徴のある単純群につい
て、ｆの逆像を記述し、群の構造との関係を
明らかにする。 
②表現論と関係を見出す。 
（２）群を研究する上で、良い性質を持った
写像を見出し、特徴づけを行う。また、斜準
同型などの群の写像と密接に関係している
対象についてその性質と、群の関係を明らか
にする。 
（３）同様の問題意識から、単純群を中心と
した群の構造を調べるうえで重要な組み合
わせ構造を用いた群の特徴づけ、構成法など
を研究する。また、表現論的、組み合わせ論
的な考察も行う。 
 
３．研究の方法 
研究目的を達成するため、本研究では連携研
究者とのセミナーによる問題解決、および専
門的知識を持った研究者との意見交換を主
体として、研究を行った。また、多くの具体
的な計算例を得るために、群論・組み合わせ
論用計算ソフト MAGMA を用いた。 
具体的には、以下のとおりである。 
 
（１）写像の逆像についての研究では Isaacs
や Solomon の結果が知られている。また、
Brauer によって与えられた、群の元の上への
ある同値関係が本研究では有効になる。これ
らを中心に、逆像の集合およびそれによって
与えられる分割についての考察を行う。 
（２）具体的な写像を与えた場合、その逆像
を計算することは一般には難しいことであ
る。そこで、具体的な群を与え、計算用ソフ
ト MAGMA を用いて実際に計算を行い、その結
果から分割の様子やそこから見て取れる性
質を研究する。 
（３）（１）で述べた Brauer による同値関係
は斜準同型へ拡張される。この拡張された斜
準同型の上への同値関係を用いて、斜準同型
の個数を考察する。 
（４）個々の群特有の性質を示す集合を定義
し、その性質を調べる。特に Rudvalis 群に
ついてその部分群の性質や関係を細かく調
べることが必要であったため、専門知識を持

つ研究者と研究討論を行い、研究を遂行した。 
この際に、具体的な計算を多くする必要があ
り、MAGMA を使って Rudvalis 群のどの部分群
が Rudvalis 群を研究する上で有効であるか
などを詳しく調べた。 
（５）群の性質を調べるためには、いろんな
群で同様の性質を持つような普遍的な良い
対象物を見出す必要がある、そのための１つ
は写像の逆像であり、また組み合わせ構造で
ある。このようなものを数多く具体的に計算
することによって良い性質を見出していく
ことが、重要であった。その結果として、２
元生成性に関する研究も行うことができた。 
 
４．研究成果 
主な研究成果は以下のとおりである。 
 
（１）群 G がべき零群とする。Gmから G へ
の m変数写像 f(x)が、１つの変数の次数が±
１でその他の変数の次数が０であるとする。
ここで、変数の次数とは写像に現る変数 xi

の冪の総和である。このとき、G の各元 a の
逆像 f-1(a)に含まれる Gm の元の総和は常に
|Gm-1| に 等 し い こ と を 示 し た 。
f(x,y)=y-1[xy-1x-1,x-1yx]も条件を満たしてい
るので、f(x,y)においては逆像の集合に含まれ
る元の個数は|G|に等しいことになる。この
f(x,y)については本研究代表者によって示さ
れていたが、より一般の写像に拡張されたこ
とになる。 
 
（２）一般に Gmから G への写像 f(x)が与え
らえたとき、その逆像による Gm の分割を考
える。それぞれの分割に含まれる元の個数を
保つよう写像を変換することができること
がわかった。これはおもに Isaacs や Solomon
による手法を用いる。特に上述の f(x,y)を変
換することによって、さまざまな写像が得ら
れることがわかった。このことから良い写像
を見つけるとともに、同じ個数ずつに分割を
与えるような写像の間の関係やその分割の
集合の関係、扱いやすい分割があるのかなど
を考察していくことが今後の課題であると
思われる。 
 
（ ３ ） 群 G に 関 す る 写 像

f(x,y)=y-1[xy-1x-1,x-1yx]は、群の可解性と関係
していると考えらえる。その一端として、可
解群であれば、|f-1(1)|=|G|であることや
|f-1(1)|≧|G|であれば、G の位数が偶数であ
ることなどがある。奇数位数の群は可解群で
あるが、奇数位数の群の可解性を調べるうえ
で、CA 群の研究がある。CA 群とは単位元以
外のすべての元の中心化群が可換群である
という群である。偶数位数の CA 群も存在す
る。それが PSL(2,2n)である。 
PSL(2,2n)において f-1(1)を求めた。具体的に



 

 

は、各共役類の代表元ｘに対して相棒となる
ｙをすべて求めた。 
 
以上（１）から（３）の結果については、ま
とめて論文投稿するため準備中である。 
 
（４）群 A が群 G に作用するとき、A から G
への斜準同型を Z(A,G)と書くことにする。
Z(A,G)は A が巡回群の時には群上のある方
程式の解（すなわち、ある写像の逆像）と１
対１に対応する。この意味である種の一般化
である。 
半直積 AG の指標を１つ取る。ある方程式の
解集合の各元に対する指標の和が代数的整
数であることを Hall が証明している。この
定理を斜準同型の言葉で言い換え、斜準同型
の間の同値関係を用いて、Hall の定理の別証
明を与えた。また、さらに A から G への斜
準同型の個数|Z(A,G)|についての合同式を
考え、A/B が巡回群であるような正規部分群
B が存在するとき、その個数は(|A/B|,|G|)
を法として 0 に等しいことを示した。この結
果はFrobeniusによるある群の方程式の解の
集合の個数に関する合同式のある種の一般
化になっている。さらに|Z(A,G)|に関する淺
井-吉田による合同式の予想があり、その特別
な場合の証明を与えたことになる。この結果
は現在雑誌に投稿中である。 
 
（５）有限単純群は２元で生成される。２変
数の写像は２つの元の関係を調べるうえで
役に立つ。２元生成の群のうち、位数が１、
２でないような元に対しては必ずある共役
元との２元で生成されるような群の分類を
行った。２６個の散在型単純群のうち、１７
個がこの条件を満たしている。多くの交代群
や Lie 型の単純群はこの性質を満たさない。
散在型単純群の多くがこの条件を満たす理
由があるのかどうかは今後の研究課題であ
る。Lie 型の単純群の一部を残してほとんど
すべての場合に分類ができた。残る部分の考
察とあわせて、投稿準備中である。 
 
（６）個々の単純群の性質を調べるという観
点から、Rudvalis 群について研究を行った。
Rudvalis 群はランク３の置換群として定義
され、また２８次元の表現を持つことが知ら
れている。本研究において、２元体上の表現
を考えたときに、Rudvalis 群は部分群である
９元体上３次元ユニタリ群が作用する５つ
のデザインを用いて構成することができる
ということがわかった。この結果の一部は講
演発表を行っている。その後、２８次元の格
子との関係を再検証することで、Rudvalis
群をうまく構成できることがわかってきた。
現在この研究は継続中で、この研究をさらに
進め、投稿する予定である。 
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