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研究成果の概要（和文）： 

Code の Sum of digits と呼ばれる関数があって、複雑な挙動を示すことで知られている。本

研究では《Code の Sum of digits と数論的関数の間に１対１の対応関係がある》ことを示した。

これによって Code の Sum of digits 関数（複雑な関数）を、（単純な）数論的関数によって調

べることができる。成果として、Gray code から得られる Sum of digits の精密な平均値を求め

たり、Sum of digits とオートマトンその他の対象との関連を明らかにすることができた。 

 
研究成果の概要（英文）： 

From a code C, we can define the “sum of digits function” f_C(n), usually f_C(n) fluctuates 

quite irregularly. In this research, we proved “a one-to-one correspondence between 

arithmetical functions and the sum of digits function of code C’s”. This result enables us to 

control complex sum-of-digits functions by simple arithmetical functions. As an application, 

we can obtain the Delange-type average of sum-of-digits function of Gray code. We also 

consider relations between sum-of-digits function and Automaton etc. 
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１．研究開始当初の背景 

数論的関数と Code 理論の関係を、明確に

論じた研究はこれまで特には知られていな

い。村田-神谷は《通常の q 進数の Sum of 

digits function の平均値》に関する Delange
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の古典的な研究を詳しく調べた結果、この研

究の背後には数論的関数と Code の間の深い

関係があることに気づいていた。今回の研究

の最初の目的は、この両者の関係を明確にし、

さらには Delange による《平均値定理》がど

こまで広く成立するのか、その拡張を考える

ことであった。 

剰余位数の分布問題は直接 Code とは関連

しないが、現代暗号の中心的存在である。

RSA 公開鍵暗号では、異なる素数の積 pq を

法とする剰余類群の性質が使われる。そこで

その基礎研究の一つとして、pq を法とする剰

余位数の分布を研究すること、特に法 p の剰

余位数の持っている分布的特性が、法 pq で

も同様に成立するかどうか、これが研究した

い第二の目的である。 

 

２．研究の目的 

(1) Code とは、有限個の記号によって自然

数に一律に番号付けをする方法のことと

解し、これと数論的関数の関係を明らかに

することが第一の目的である。Code をな

るべく単純な数論的関数と関連づけて、そ

の Code に関する多くの事柄が数論的関数

によってコントロールされている様子を

明らかにしたい。 

(2) p,q を異なる素数とする。これを p≦x 

かつ q≦x の条件下で独立に動かしたとき、

固定しておいた剰余類 a(mod pq)の剰余位

数が「k を法とする剰余類にどのように分

布するか」その分布特性を調べる。 

 

３．研究の方法 

(1) 上述の Delange による先駆的な《q 進

数の Sum of digits function の平均値》

定理の証明を見直し、我々が気づいた

《数論的関数と Code の間の関係》を反

映させた別証明を与える。この証明に必

要な要素を吟味することによって、より

広い範囲の Code について、Delange 流

の平均値定理を得ることができる。 

(2) 既に村田-知念の一連の研究によって、

素数 p を法とする場合の a(mod p)の剰

余位数の分布については、「k を法とす

る剰余類にどのように分布するか」が、

かなりの範囲まで解明されている（主要

な結果は《主な発表論文等》の後半に挙

げてある）。この方法を元にして、これ

を mod pq の場合にどのように進めれ

ば同様の結論が得られるのか、証明のテ

クニックを開発する。 

 
４．研究成果 

数論的関数と Code 理論の間の関係について

は、十分な成果が得られた。詳細は私と神谷

氏（研究分担者）の共著論文①②に詳しくま

とめられている。 

(1) Code C から自然に、その Sum of digits 

function f_C(n) を定義することができ

る。この差分数列 { f_C(n)－f_C(n－

1) }_{n=1}^{∞} と数論的関数の間には

密接な関係があり、これを定式化するこ

とにより、｛Code の Sum of digits (複雑

な関数)｝と｛(単純な)数論的関数｝の間

に《１対１写像》を定義することができ

た（雑誌論文①の Theorem 1.1）。この

定理が、今回の研究テーマである《数論

的関数と Code 理論》への基本的な解答

である。 

Code の中に特殊な条件を満たす

Gray codeというものが知られているが、

これに上記の定理を応用すると、これら

に対応する数論的関数が“周期性”“Zero 

sum 性”といったきれいな条件を満たす

ことが示せる。この帰結の一つとして、

Gray code から得られる Sum of digits 

function についても Delange 型の平均

値定理が得られることが示せた。これは



 

 

Delange の定理の大幅な拡張になって

いる。 

(2) 上 の 研 究 の 一 つ の 帰 結 と し て 、

「Reflected binary code (RBC, Gray 

code の一つ)の Sum of digits function

の差分数列と regular paper-folding 

sequence が一致する」という興味ある

結果が得られた。これの拡張を試みて、

目的通りの成果を得た。 

RBC を参考にして新たに一般的な

Code C を導入すると、「Code C の Sum 

of digits function の 差 分 数 列 と

Generalized paper-folding sequence が

一致する」という結果が得られた。ここ

で新たに導入された Code C の性質も、

ある程度まで調べてある。最も大きい特

徴は、この code が自然数集合Ｎから整

数集合Ｚへの全単射になっていること

であろう。Generalized paper-folding 

sequence は超越数論などでも用いられ

る極めて興味ある研究対象である。これ

と code, Sum of digits function が結び

ついたのは面白い現象である。 

数論的関数と Code 理論については、今回の

研究によってオートマトンや超越数論など、

様々な分野との接点が顕われてきたので、今

後の発展が期待できる。 

(3) 剰余位数の研究については、目的であっ

た「k を法とする剰余類にどのように分

布するか」までは到達できなかったが、

「a に多少の条件を付け、かつ k＝４の

場合」に限って、十分満足すべき結果を

得た。法が pq の場合にも、法 p の場合

同様、《剰余位数≡i (mod 4)》で(p, q)を

分類すると、i＝0, 1, 2, 3 に対してそれ

ぞれの集合は自然密度を持ち、それは

《均一分布》ではなかった。なお、この

証明の一部には一般リーマン予想を使

っている。自然密度の存在や仮定の使い

方などは mod p の場合と同じで、要す

るに《法 pq の剰余位数も、法 p の剰余

位数と極めて似た分布状態を示す》こと

が示せた。このことは、剰余位数に関す

る限り、mod p から mod pq への移行

は、そんなに複雑ではないことを示唆し

ている。 
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