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研究成果の概要（和文）：ユークリッド空間内の領域に対して、繰り込まれたポテンシャルの１

パラメータ族を導入した。パラメータの値を固定したときに、そのポテンシャルを最大（ある

いは最小）にする点が唯一になるための十分条件を与えた。ポテンシャルの特別な場合を領域

で積分したものの繰り込みを用い、結び目とランダムな円との絡み数の二乗の平均の繰り込み

を得た。これはメビウス変換で不変な量となる。 
 
研究成果の概要（英文）：A one-parameter family of renormalized potentials of a compact 
domain of an Euclidean space is introduced. A couple of sufficient conditions for the 
uniqueness of a point that gives the maximum (or minimum) value of the potential are given. 
The renormalization of the average of the squares of the linking numbers of a given knot 
and random circles, which can be considered as generalization of the renormalization of 
the integration of a potential on the domain, is studied. It turns out to be invariant 
under Mobius transformations. 
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１． 研究開始当初の背景 
研究代表者の今井は約２０年前から結び目
のエネルギーを研究してきた。これは、結び
目の大域的な複雑さを測る汎関数を考え、各
イソトピー型の中でのその汎関数の最小値
とそれを実現する埋め込み写像を求める研
究である。ここから、次の二つの研究が派生
した。Ａ.メビウス幾何学的側面：メビウス変
換で不変であるようなものを用いて、曲線や

曲面の幾何学を研究する。（ランジュヴァン
氏との共同研究）Ｂ．幾何学的結び目理論：
結び目不変量ではなくて、埋め込み写像自体
から得られる幾何学的な量を研究する。 
 
 
２．研究の目的 
上の研究の背景で述べたＡ，Ｂ二つをそれぞ
れ進展させること。具体的には、曲線（結び
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目、絡み目を含む）、曲面、領域に対して、
大域的な情報を持つような汎関数を定め、そ
れに関する最適問題を考える。つまり、その
汎関数の値の最大あるいは最小を与える形、
または点の存在および唯一性などを研究す
る。 
 
 
３．研究の方法 
研究の背景で述べたＡのメビウス幾何学的
側面については、曲線、曲面の配置空間上の
ある種の微分形式や、球面のなす空間の不定
値計量など、メビウス幾何の枠組みで自然に
登場するもの（従ってメビウス変換で不変と
なる）を用いて研究する。 
Ｂの幾何学的結び目理論は、ユークリッド空
間の領域に対する、繰り込まれたポテンシャ
ルの１-パラメータ族の研究に発展した。これ
には、凸幾何学の手法を用いる。 
更に、Ａ、Ｂを合わせた研究をソラネス氏と
共同で始めた。これには、積分幾何学の手法
を用いる。 
 
 
４．研究成果 
（１）（フランスのレミ・ランジュヴァン氏、
大学院生の坂田繁洋君との共同研究）曲線の
メビウス変換に関する不変量である、共形的
曲率、共形的れい率を、その曲線の接触円や
接触球を用いて記述した。古典的な結果いく
つかを、新しい視点で統合した。 
 
（２）福岡大学の柴田先生の三角形の灯心の
話に触発され、結び目のエネルギーを定義し
たときに用いたのと同様の繰り込みの手法
を適用することにより、ユークリッド空間内
の領域に対して、リースポテンシャルを一般
化して、繰り込まれたポテンシャルの１パラ
メータ族を定義した。これは凸領域に対して
Lutwakが導入した双対混合体積の、一般の領
域への拡張にもなっている。パラメータの値
を固定したときに、そのポテンシャルを最大
（あるいは最小）にする点を、そのパラメー
タの値での、その領域の一般化された中心と
いうことにする。これは一般には唯一とはな
らない。これが唯一になるための十分条件を
いくつか与えた。これにより、ポテンシャル
論に幾何学的な視点から、今後の発展が望ま
れるような新しい題材を提供した。 
 
（３）（スペインのジル・ソラネス氏との共
同研究）平面の領域に対して、メビウス変換
で不変となるような量を定義した。これは、
上の（２）のポテンシャルのあるものを、そ
の領域で積分したものを繰り込むことによ
っても得られる。これを結び目のザイフェル
ト膜に適用すると、与えられた結び目とラン

ダムな円との絡み数の二乗の平均を繰り込
んだものが得られることを示した。繰り込み
と積分幾何学の手法を、メビウス幾何学の範
疇で用いて、幾何学および結び目理論に新し
いことを生み出した。 
 
（４）直線を軸とする二重螺旋に対して、い
ろいろなエネルギーを考え、それを最小にす
る螺旋の傾きを計算機による数値実験で計
算した。これは、ＤＮＡや高分子の研究に役
立つと考えられる。 
 
（５）等周問題を高次元化して、平面領域に
対し、その上の錐の中で、体積の二乗と表面
積の三乗の比を最大にするようなものをと
る。このときその頂点を平面に射影した点を
考えると、領域のある種の変分的な中心と思
うことができる。領域が三角形のときには、
そのような点は内心になることを示した。 
 
（６）結び目の空間の有限次元版として、折
れ線結び目が考えられる。辺の長さが全て等
しく、隣り合う辺のなす角も全て等しいよう
なものは、環状有機化合物の数学的モデルと
言える。角の条件がないものは既に研究され
ているが、角の条件がつくと、文献にないよ
うである。辺の数と角を固定して、このよう
な折れ線結び目全体のなす配置空間を、辺の
数が６以下の場合について求めた。 
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