
 

様式Ｃ－１９ 

 

科学研究費助成事業（科学研究費補助金）研究成果報告書 

 

平成 24 年 4 月 10 日現在 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

研究成果の概要（和文）：可微分コンパクト多様体の山辺不変量と呼ばれる微分位相不変量は，

共形幾何における重要な基本的研究対象である．関連して，特異空間上の山辺の問題および山

辺定数の研究も同時に重要である．本研究の具体的研究成果は，以下の通りである． 

・無限被覆空間の山辺定数に関する Aubin の補題． 

・それに伴う特異集合を持った漸近的平坦な空間に対する正質量定理． 

・オービフォールド山辺不変量の計算法を与えた． 

・正の共形平坦 3 次元閉多様体が Klein 多様体であることの証明． 

・conic space 上の山辺の問題の可解性． 

 
研究成果の概要（英文）：For a closed differentiable manifold M, a differential invariant of M, 

called the Yamabe invariant of M, is one of fundamental subjects in conformal geometry. 

The studies of the Yamabe problem on singular spaces and Yamabe constants are also 

important. The results of this Research Theme are the following:  

・Aubin’s Lemma for the Yamabe constants of infinite covering spaces. 

・Positive Mass Theorem for asymptotically flat spaces with singularities. 

・Computations of the orbifold Yamabe invariant. 

・Proof that any closed 3-manifold with positive flat conformal structure is Kleinian. 

・The solvability of the Yamabe Problem on conic spaces.  
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１． 研究開始当初の背景 

共形幾何は，シンプレクティック幾何と 

同様に微分トポロジーとリーマン幾何の 

中間的な位置にあり，多様体のトポロジーを
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色濃く反映する興味深い研究対象である． 

特に異種球面等 1960 代頃に大きく発展した 

微分トポロジーの諸結果を更に幾何的およ
び幾何解析的に深く研究するための微分幾
何における適切なカテゴリーでもある．また
幾 何 に 自 然 に 現 れ る 非 線 形 方 程 式
(Seiberg-Witten 方程，Ricci flow, 逆平均曲
率流)と深く関係しており，今後の更なる発展
が望まれる分野である．山辺定数等の様々な
共形不変量を有効に使って，山辺不変量・
Weyl 不変量等の(無限次元的かつ非線形な) 

興味深い微分位相不変量が定義されている．
しかしそれらの研究，特に不変量の値を決定
することは，一般に非常に難しいのが現状で
ある．それらの中でも， 山辺不変量と呼ば
れる概念は，「可微分多様体の大域的な曲が
り」を表す一つの指標として，最も基本的な
共形幾何の研究対象である．近年大きく発展
した 3・4 次元多様体の山辺不変量に限って
も，そこで用いられている手法は表面上互い
に全く異なっており，それらの一般的取り扱
いや普遍的理解は，未解決の状態である．  

山辺不変量は，小林治(熊本大)，Schoen

により独立に定義された. この不変量の定性
的研究は先ず，小畠の Einstein 計量の一意性
定 理 に 関 す る 先 駆 的 研 究 ， お よ び
Schoen-Yau，Gromov-Lawson の正スカラー
曲率計量の存在と障害に関する研究等に 

より進展した．4 次元多様体の山辺不変量， 

特にその値の決定は，主に LeBrun の
Seiberg-Witten 理論の応用による研究に 

より大きな進展をみた．3 次元多様体の山辺
不変量，その値がゼロ以下の場合，Perelman

の Ricci flow の研究により，不変量の値の決
定問題は完全に解決した．その値が正の場合
は，相対論・宇宙論に現れる mass に関する
Penrose 不等式および逆平均曲率流の手法を
応用して，RP3,  RP2 x S1 の山辺不変量が
Bray-Neves により決定された． 

研究代表者の芥川は，山辺不変量の体系
的 な 理 論 構 築 を 共 同 研 究 者 の
Botvinnik(Oregon 大)と行い，多くの研究成
果を得ている． また Neves(Imperial College)

との共同研究において，山辺不変量が，RP3 

のそれより大きくなる，コンパクト 3 次元多
様体の完全な分類を行った．この研究で発展
させた無限被覆の山辺定数に関する Aubin

の補題・共形的ラプラシアンの Green 関数の
幾何解析は，今後も有用な手法となることが
予想される．さらに石田-LeBrun との共同研
究において，山辺不変量がゼロ以下の場合，
Perelman の不変量と山辺不変量が等しいこ
とを一般次元で示した．これにより 

4 次元以上の場合に於いても，ゼロ以下の 

山辺不変量の研究に Ricci flow の研究が有効
であることが示される． 

山辺不変量の手術理論は，小林の不等式

に始まった．山辺不変量がゼロ以下の場合に
は，Gromov-Lawson の計量の bending 変形
を発展させた Petean-Yun の結果により， 

その手術理論は完成された．一方山辺不変量
が正の場合には，上記の bending 変形をさら
に洗練した Ammann 達の成果がある．しか
しこの結果は，手術してできる多様体の山辺
不変量の良い評価を与えない．例えば芥川
-Floit-Petean の研究により，自明な手術の場
合は上記のものより良い評価が得られる． 

Gromov-Lawson の bending 変形が良い評価
を与えない原因は，その変形では，optimal

な正の山辺計量族の isotopy 類を手術後の
optimal な isotopy 類へと移さない，と考え
られるからである．この点がゼロ以下の場合
と正の場合の大きな相違点であり，かつ手術
に伴う bending 変形の限界でもある．上記の
理由により，正スカラー曲率計量の isotopy

類の理論的研究は重要である．また手術理論
と異種球面は密接な関係にあるので，それら
の相補的な研究は重要である．正の山辺不変
量の手術理論の研究は，突き詰めていくと，
コンパクト多様体上のリーマン計量全体の
成す空間を正スカラー曲率計量の isotopy 類
の視点から研究することに深く関係してい
ることが分かる．この意味で，山辺不変量の
研究は超大域的な研究である． 

山辺不変量の研究は，(Seiberg-Witten

理論等)近年新しく発展した種々分野と関係
を持って発展している．言い換えると，計量
全体の空間の研究にはそれらの発展および
将来生まれるであろう新理論が必須である
ことを示唆する．近年，異種微分構造，特に
異種球面上の正曲率計量・Sasaki-Einstein

計量の構成等の微分幾何的研究が発展して
きている．これらの研究は，Sasaki-Einstein

計量の更なる研究により奇数次元異種球面
の山辺不変量の下からの評価が可能である
ことを示唆している．Sasaki- Einstein 計量
の研究は，正の山辺不変量の研究に応用され
る時期にきていると期待される．  

山辺不変量は，山辺定数の上限として定
義されるので，山辺計量の族の極限として得
られる特異空間を扱う必要がある．そのよう
な特異空間上で山辺の問題を研究しておく
ことは，将来に向けて大変重要であるである． 

 

２．研究の目的 

(1) 山辺不変量の総合的研究：極限空間の山
辺定数と山辺不変量，Sasaki-Einstein 計量
と異種球面の山辺不変量，正スカラー曲率計
量の isotopy 類と山辺不変量の手術理論． 

 

(2) 特異空間の山辺の問題の研究．  

 

(3) 正の山辺定数を持つ 3 次元共形平坦  
閉多様体の研究． 



 

 

 

３．研究の方法 

(1) 研究代表者の芥川は各連携研究者と， 
本研究課題および各専門分野との関連する
テーマについて定期的に研究連絡を行う． 

 

(2) 国内外の微分幾何・トポロジー・幾何解
析等の研究集会に出席し，本研究に関連する
分野の研究者と討論を行う． 

 

(3) 電子メールおよび海外出張・国内招聘に
より，海外共同研究者と間接および直接的な
研究連絡を行う． 

 
４．研究成果 
(1) 正の閉共形多様体とその無限被覆空間

の山辺定数を考え，それらの間に成立する

(Aubin の補題と呼ばれる)不等式を証明した． 

 

(2) (1)の無限被覆空間を 1 点 blow up して

漸近的平坦な空間が得られるが，それは非常

に複雑な特異集合を持っている．そのような

特異集合を許容する場合でも，正質量定理が

成立することを証明した． 

 
(3) 山辺計量の極限としてしばしばオービ

フォールドが現れる．したがって，そのよう

な特異空間の山辺不変量(オービフォールド

山辺不変量と呼ばれる)を求めることは重要

である．その不変量がゼロ以下の場合の計算

法を与え，かついくつかのオービフォールド

山辺不変量の計算をした．  
 
(4) (2)の応用として，正の山辺定数を持つ 

3 次元共形平坦閉多様体が Klein 多様体であ

ることを証明した． 
 
(5) 特異空間としては conic space を考え，
その山辺定数が generic な場合には山辺の
問題は可解であることを証明した．  
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