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研究成果の概要（和文）： 
(1) E_8を階数8の例外型コンパクト単連結単純Lie群, Tをその極大トーラスとするとき, 旗

多様体 E_8/T の整数係数コホモロジー環を決定した. さらに, 差分商作用素を用いて, こ
の環を生成する Schubert 類を特定した. この結果を用いて, 対応する複素代数群 E_8 の

Chow 環を決定することができた.  
(2) 局所化の手法および等質空間のトーラス同変コホモロジー環の GKM 表示を利用して, 旗

多様体 G_2/B (G_2 は G_2 型の複素 Lie 群, B はその Borel 部分群) および複素 2 次超局

面 Q_n のトーラス同変コホモロジー環を具体的に計算した.  
(3) 河野-小島の結果を拡張して, 無限シンプレクティック群 Sp および無限直交群 SO の

基点付きループ空間のなすPontrjagin環が, それぞれSchur P-関数, Q-関数のなす環

と同型であることを示した.  
 
研究成果の概要（英文）： 
(1) We determined the ring structure of the integral cohomology ring of the flag 

manifold E_8/T, where E_8 denotes the compact simply-connected simple 
exceptional Lie group of rank 8 and T its maximal torus. We also identified the 
Schubert classes which generate this ring by means of the divided difference 
operators. Using this result, we were able to determine the Chow ring of the 
corresponding complex algebraic group E_8.  

(2) Using the localization technique and the GKM description of the torus equivariant 
cohomology rings of homogeneous spaces, we computed the torus equivariant 
cohomology ring of the flag variety G_2/B and the complex quadric Q_n explicitly, 
where G_2 denotes the complex Lie group of type G_2 and B a Borel subgroup.  

(3) Extending the result due to Kono-Kozima, we showed that the Pontrjagin ring of 
the based loop space of the infinite symplectic group Sp (resp. infinite orthogonal 
group SO) is isomorphic to the ring of Schur P- (resp. Q) functions   
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１．研究開始当初の背景 
    コンパクトな連結Lie群Kをその極大ト

ーラスTで割って得られる完全旗多様体
K/T は, トポロジーのみならず, 表現論
や代数幾何など現代数学において最も
重要な等質空間の一つである. トポロジ
ーにおいては, そのコホモロジー環の研
究がBorel, Cartan等により始められ, K
の Weyl 群の「余不変式環」としての表
示が知られている. 一方で, K の複素化
である複素 Lie 群を G, T を含む Borel
部分群を B とするとき, 微分同相 K/T≅
G/B が成り立ち, G の Bruhat 分解から, 
G/B はいわゆる Schubert 胞体に分割さ
れ, 各 Schubet 胞体の閉包として得られ
る Schubert 多様体の定めるコホモロジ
ー類(=Schubert類)がK/T≅G/Bの整数係
数コホモロジー環の自由基底になるこ
とが知られている(Schubert 基底). この
ように, 旗多様体 K/T≅G/B のコホモロ
ジー環は, Weyl群の余不変式環という代
数的な表示(Borel 表示)と Schubert 類を
利用した幾何的な表示(Schubert 表示)
をもつ. 両者の関係を追究する過程で, 
1982 年に Lascoux と Schutzenberger
により, Schubert 多項式が発見された. 
これにより, 旗多様体のコホモロジー環
の環構造を組合せ論的に記述する公式
(Pieri の公式, Giambelli の公式など)の
研究や Schubert 多項式の組合せ論的研
究などがなされ, トポロジー, 代数幾何, 
表現論, 組合せ論を巻き込んだ活発な研
究が行われている. 研究開始当初(2009
年)においては, 完全旗多様体のコホモ
ロジー環の場合を雛形として , 複素
Grassmann 多 様 体 や Lagrangian 
Grassmann 多様体を含むより一般の旗
多様体 G/P (P は放物型部分群)のコホモ
ロジー環や極大トーラスの作用を考え
たトーラス同変コホモロジー環, さらに
は K-理論や量子コホモロジー環などへ
の拡張が試みられていた.  

 
２．研究の目的 
    A 型の完全旗多様体 Fl(n)≅GL(n,C)/B≅

U(n)/T (B は上三角行列全体のなす
GL(n, C)の Borel 部分群, T は対角行列
からなる U(n)の極大トーラス)の整数係
数コホモロジー環の Borel 表示は, n 変

数の多項式環を, 変数たちの基本対称式
で生成されるイデアルで割った剰余環
で与えられる . この剰余環の中で , 各
Schubert 類 を 表 す 多 項 式 と し て
Schubert 多項式が導入された. この多
項式の族は, 係数がすべて正である(正
値性)など, 組合せ論的にも非常に良い
性質を持っており, コホモロジー環の積
構造を多項式のレベルで記述できると
いう効用がある. この研究を核として, 
複素 Grassmann 多様体や Lagrangian 
Grassmann 多様体など主として古典型
の一般旗多様体のコホモロジー環や極
大トーラスの作用を考えたトーラス同
変コホモロジー環, さらには K-理論へ
の拡張が試みられ, Schur 関数, Schur の
P, Q- 関数 , 二重 Schubert 多項式 , 
Grothendieck 多項式など様々な多項式
の族が導入され, 幾何と代数との融合が
試みられてきた. 一方で, 例外型の Lie
群の旗多様体に関しては, 報告者の研究
を含め, 近年ようやくそのコホモロジー
環の環構造が決定されつつあり, 例外型
の Schubert 多項式等の研究が開始でき
る下地ができあがりつつある. そこで, 
本研究では, 例外型の Schubert 多項式
の追究や上述の研究では扱われていな
い「等方的 Grassmann 多様体」のトー
ラス同変コホモロジー環や K-理論の記
述を試みることを目的とする.   

  
３．研究の方法 
 (1) 完全旗多様体 K/T のコホモロジー環の

Borel 表示は, K の Weyl 群の余不変式環
という代数的な表示であり, その環とし
ての生成元に幾何的な意味合いはない. 
一方で , K/T のコホモロジー環は
Schubert 基底という幾何的に定義され
た加法基底を持っている. 両者の関係を
明 ら か に す る た め , Bernstein 
-Gelfand-Gelfand および Demazure に
より導入された差分商作用素を利用す
る. これにより, K/T のコホモロジー環
の Schubert 類を用いた環表示が得られ, 
その副産物として, K の複素化 G の
Chow 環を, Grothendieck, Marlin の方
法により計算する.  

 (2) G を連結な複素半単純 Lie 群, B, T をそ
れぞれ Borel 部分群, 極大トーラスとす



 

 

る. P を B を含む放物型部分群とすると
き, 旗多様体G/PにはTが左から作用し, 
そのトーラス同変コホモロジー環を考
えることができる. いわゆる GKM 理論
によると, このトーラス同変コホモロジ
ー環は, T の作用による固定点集合から
誘導される「局所化写像」を通じて, 組
合せ論的に記述できることが知られて
いる. この方法を様々な旗多様体に適用
して, そのトーラス同変コホモロジー環
を記述する.  

 
４．研究成果 
(1) コンパクトな単連結単純 Lie 群のうち, 

その完全旗多様体の整数係数コホモロ
ジー環が決定されていないものは E_8の
みであった. 報告者は, E_8 の Weyl 群の
余不変式環の計算および Borel, Toda の
方法を利用して, その整数係数コホモ
ロジー環を決定した. さらには, 差分
商作用素を利用することにより, コホ
モロジー環を生成する Schubert 類を特
定し, その結果を利用して, E_8 の Chow
環も決定することができた.  

(2) G を複素数体 C 上の単連結な半単純 Lie
群, B, T をそれぞれ Borel 部分群, 極大
トーラス, Pを Bを含む放物型部分群とす
るとき, 一般旗多様体 G/P への T の作用
による同変コホモロジー環は, Tの作用に
よる固定点集合への「局所化写像」を通
して, 組合せ論的に記述できることが知
られている(GKM表示). 完全旗多様体 G/B
や複素 Grassmann 多様体を含む古典型の
一般旗多様体の場合には, 二重 Schubert
多項式を用いた美しい表示が知られてい
るが, 例外型や一般の「等方的 Grassmann
多様体」の場合はまだ十分に研究されて
いるとは言い難い. そこで, 階数が最も
低い例外群G_2および複素2次超局面Q_n
の場合に, 局所化写像を利用して, 旗多
様体 G_2/B および Q_n の T-同変コホモロ
ジー環の環構造を具体的に計算した.  

(3) G を複素数体 C 上の連結かつ単連結な半
単純 Lie群, K をその極大コンパクト部分
群とするとき, Gのアフィン Grassmann 多
様体 Gr_G は K上の基点付きループ空間Ω
K とホモトピー同値であることが知られ
ており, したがって, トポロジーの手法
を利用して, Gr_G=ΩK のホモロジー群や
K-群を調べることができる. G=SL(n, C), 
K=SU(n)の場合には, 「k-Schur 関数」を
用いた記述が知られており, これは n→
∞の極限において, ΩSU(∞)のホモロジ
ー環と整数環 Z 上の対称関数環Λとの
Hopf 代数としての同型を与える. この考
えを(G, K) = (Sp(2n, C), Sp(n))および
(SO(n, C), SO(n))の場合に推し進め, 河

野-小島による記述を発展させることに
より, ΩSp(∞)およびΩ_0 SO(∞)のホモ
ロジー環が Schur P および Q 関数のなす
環と Hopf代数として同型であることを示
した.  
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