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研究成果の概要（和文）： 

 偏微分方程式は、様々な自然現象を表す数理モデルとして記述されているので、その数
値解法の開発が偏微分方程式の理論に対してはもちろん、物理学、化学、生物学、工学、
金融学など各分野の発展にも極めて重要な研究テーマである。本研究では、研究代表者は、
研究分担者、連携研究者と研究協力者たちの協力を得て、１次元の 2 点境界値問題と２次
元空間の中の多角形領域や円盤における特異性の解をもつ楕円型方程式の境界値問題につ
いて、高次精度の有限差分スキームの提案とその収束解析を行い、成果を得た。 
 
研究成果の概要（英文）： 
 Since partial differential equations (PDE) are used to in mathematical modeling of 
various natural phenomena, the development of numerical methods and their 
numerical analysis for PDE is an important subject not only in the theory of PDE but 
also in the practical fields of physics, chemistry, biology, engineering, financial 
marketing, and so on. In this research project, the representative made progresses in 
the study of one-dimensional two-point boundary value problems and two-dimensional 
elliptic boundary value problems. Higher order numerical methods are proposed and 
numerical analysis of them is carried out. 
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１．研究開始当初の背景 

 

有限差分法はコンピュータが現れる前から
微分方程式の数値解を求めるときに使われ

ている古典的な方法である。その後に開発さ
れた有限要素法、境界要素法等は弾性力学、
固体力学、電磁学を含む工学などの分野では
活躍されている。ただし、いずれの方法に対
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しても、その精度保証付きの誤差解析の理論
はほとんど滑らかな問題にしか行われてい
ない。一方、反応拡散方程式、移流拡散方程
式など、複雑な現象を表す多くの方程式に特
異性をもつ問題がある。これら方程式のデー
タ（方程式の係数関数、領域の境界、境界-

初期条件、外力項等）のいずれかが特異性を
持つので、今まで偏微分方程式に対する数値
解の誤差解析の数学的理論では誤差評価が
ほとんど知られていない。特異性の解を持つ
偏微分方程式に対して、より優れる（精度保
証付き）数値計算法の開発とその解析を行う
ことが必要になっている。 

 

２．研究の目的 

 

(1) 楕円型方程式の境界値問題に対して、解
の一意性を数値数学の観点から考察する。離
散システムの解の一意性と連続問題の解の
一意性の間に特徴づけの研究を行う。 

 

(2) 楕円型方程式の一般的な境界値問題に対
して、伸長変換を施すことにより、領域の境
界近辺で解の微分が発散しても、高次精度の
有限差分法の提案とその近似解の収束解析
を行う。 

 

３．研究の方法 

 
(1) 研究代表者である方青は数値解析の立場
から、国内、海外の研究者との交流を図りな
がら研究を進める。２次元の境界値問題に対
する有限差分近似に対しては、非一様な領域
分割上の収束オーダーが最良になるかとい
う課題はまだ解決されていないが、結合的な
数値解法の精力的な研究で解決されること
が期待できる。 

 

(2) 研究分担者の河村は、関数解析の立場か
ら、Sobolev 関数空間において数値解の連続
ノルムと離散ノルムの関係の研究を進め、超
収束の誤差評価を行う。 

 

(3) 連携研究者の澤田は、計算機代数学の立
場から、大規模線形システムの反復解法の研
究と適用を担当することになる。 

 

(4) 連携研究者の西村は、並列計算による数
値解法の検証とアルゴリズムの開発を担当
することになる。 

 
４．研究成果 
 
(1) 境界特異性をもつ Poisson型方程式の有
限差分法の Effective 条件数に関する研究 
 
以 下 の Poisson 方 程 式 の 混 合 境 界 値

(Dirichlet と Robin 境界値条件)問題の数
値解を考える。 
 

−∆𝑢 = 𝑓      in  𝑆, 

𝑢 = 𝑔   on  Γ𝐷 ,     
𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝛼𝑢 = 𝑔∗    on  Γ𝑅.  

ここで、α ≥ 0, Γ𝐷 ∪ Γ𝑅 = ∂𝑆.  𝑆 は平面上の多
角形領域である。有限差分離散で得られたシ
ステムを𝐴𝑥 = 𝑏 とすると、伝統的な条件数
は 2-ノルムで 

𝐶𝑜𝑛𝑑 =
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴)

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴)
   

と定義して考えられてきた。しかし、この条
件数の定義は離散システムの特異性を正し
く反映しないことが知られた。ここで、次の 
Effective 条件数を考えることにする。 

𝐶𝑜𝑛𝑑_𝑒𝑓𝑓 =
||𝑏||

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴)||𝑥||
  . 

その単純化である𝐶𝑜𝑛𝑑_𝐸𝐸について考察し
た。境界値問題に対応する固有値問題は 

∆𝑤 = 𝜆𝑤      in  𝑆, 

𝑤 = 0   on  Γ𝐷 ,     
𝜕𝑤

𝜕𝑛
+ 𝛼𝑤 = 0    on  Γ𝑅.  

その最小の固有値に対応する固有関数を
𝑤𝑚𝑖𝑛 とする。次の仮定をしておく。 

∑ 𝑓𝑖,𝑗𝑤𝑖,𝑗
ℎ

(ℎ𝑖−1 + ℎ𝑖)(𝑘𝑗−1 + 𝑘𝑗)

𝜕𝑛
 

≈ ∬ 𝑓𝑤𝑚𝑖𝑛~𝑂(1).         (A) 

このとき、次の定理が得られた。 
 
定理．条件(A)のほかに、σ ∈ (1/2,1) ∪ (1,2), 
𝑝1 ≥ 1 が成り立つとする。改善した格子に差
分スキームを適用して得られた差分解に対
して、次のことが成立する。 

𝐶𝑜𝑛𝑑_𝐸𝐸 = 𝑂(1)    𝑖𝑓  𝜎 >  1 +
1

2𝑝1

, 

𝐶𝑜𝑛𝑑_𝐸𝐸 = 𝑂 (√|log ℎ|)     𝑖𝑓  𝜎 =  1 +
1

2𝑝1

, 

𝐶𝑜𝑛𝑑_𝐸𝐸 = 𝑂(ℎ−1/2ℎ𝑚𝑖𝑛
𝜎−1)    𝑖𝑓   𝜎 <  1 +

1

2𝑝1

, 

これら研究成果は論文 [1] に発表した。 

(2) 特異性の解をもつ楕円型方程式の境界
値問題の高次精度有限差分法に関する研究 
 
以下のような 2 次元空間の円盤における
Dirichlet 境界値問題の高次精度数値解法を
考える。 



 

 

−∆𝑢 + 𝑞(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓 (𝑥, 𝑦)     in  Ω, 

𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑦)   on  Γ = 𝜕Ω.  

ここで、𝑞(𝑥, 𝑦) ≥ 0.  Ω は半径𝑅の円盤であ
る。真の解は次の条件を満たすとする。 
 
(H1) 𝑢 ∈ 𝐶(Ω̅) ∩ 𝐶4(Ω̅ ∖ Γ), 𝜕4𝑢/𝜕𝜃4 は Ω̅ に

おいて有界である。∃σ ∈ (0,2), ∃K, s. t.  

sup
𝑟∈(0,1)

(𝑅 − 𝑟)𝑗|(𝜕𝑗𝑢/𝜕𝑟𝑗)(𝑟, 𝜃)|

(𝑅 − 𝑟)𝜎
≤ 𝐾

 (1 ≤ 𝑗 ≤ 4)  

 

(H2) 小さい δ > 0に対して、∃𝐶0 > 0, s.t. 

ω(𝑑) ≡ max
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑃,𝑄)≤𝑑

|𝑢(𝑃) − 𝑢(𝑄)| ≤ 𝐶0𝑑𝜎 . 

こ こ で は 、 𝑃, 𝑄 ∈ Ω, 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑃, Γ) ≤ 𝛿, 
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑄, Γ) ≤ 𝛿. 

 
𝑝 > 0 に対して、φ(𝑡) = 𝑅 − (𝑅 − 𝑡)𝑝+1/𝑅𝑝 
を 用 い て 格 子 の 改 善 を 行 う う え に
Swartztrauber-Sweet 法を適用した。得られ
た数値スキームは非整合性をもつにもかか
わらず、その収束解析で次の収束精度の成果
を得た。 
 
定理．境界値問題の真の解は条件(H1), (H2)
をみたすとする。伸長関数によって構成され
た格子における真の解の値のベクトルを𝒖と
し、Swartztrauber-Sweet 法による数値解の
ベクトルを𝑼とする。𝜇 = (𝑝 + 1)𝜎 < 2 で、
𝑘2 ≤ 𝑀0ℎ (for some 𝑀0 > 0) ならば、∃𝑐 > 0, 
s.t. 

max|𝒖 − 𝑼| ≤ 𝑐(𝐾(𝑝)ℎ𝜇 + 𝐿(𝑝)ℎ2 + 𝑘2). 
ここで、𝐾(𝑝), 𝐿(𝑝) は𝑝 に依存するが、ℎと𝑘 
に依存しない定数である。また、 𝜇 =
(𝑝 + 1)𝜎 = 2 で、𝑘2 ≤ 𝑀0ℎ ならば、 

max|𝒖 − 𝑼| ≤ 𝑐(𝐾(𝑝)ℎ2| log ℎ | + 𝐿(𝑝)ℎ2

+ 𝑘2). 
が成立する。 
 
さらに、数値結果により、パラメータ𝑝を選
ぶことによって収束の最善精度が実現でき
ることを示した。 
 
また、Effective 条件数の有効性を考察した。
これらの研究成果は論文 [2], [3] に発表し
た。 
 
(3) 放物型方程式の初期境界値問題の有限
差分解の微分の超収束性に関する研究 
 
次の放物型方程式の初期境界値問題を考察
した。 
 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= ∆𝑢 +  𝑓(𝑥, 𝑦),       (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆,  

𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡),     (𝑥, 𝑦) ∈ Γ = 𝜕𝑆,  
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝜙(𝑥, 𝑦),    (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆.  

 
空間変数に対しては Shortley-Weller差分ス
キームを適用し、時間変数に対しては
Crank-Nicolson Method を適用する。メイン
結果は次の定理である。 
 
定理．真の解と半離散数値解をそれぞれ 𝑢 
と 𝑢ℎ と表す。このとき、次の誤差評価が成
り立つ。 

||𝑢ℎ − 𝑢||̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
0

≤ 𝐶ℎ2{ 𝑀3(𝜙) + 𝑀3(𝑢) + 

+√∫ 𝑀3
2(𝑢𝑡)𝑑𝑡  

𝑡

0

    },  

||𝑢ℎ − 𝑢||̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
1

≤ 𝐶ℎ2( 𝑀3,1(𝑢) + 𝑀3(𝜙) ). 

ここで、 

𝑀𝑚(𝑢𝑡𝑙) = max
𝑘≤𝑚

|
𝜕𝑘+𝑙𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑘−𝑖𝜕𝑡𝑙
|,   

𝑀𝑚,𝑛(𝑢) = max
𝑘≤𝑚,𝑙≤𝑛

|
𝜕𝑘+𝑙𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑘−𝑖𝜕𝑡𝑙
|.   

さらに、完全離散数値解を𝑈𝑛と表すと、次の
誤差評価が成り立つ。 

||𝑈𝑛 − 𝑢𝑛||̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
0

≤ 𝐶{ ℎ2𝑀3,1(𝑢) + 𝑘2(𝑀(𝑢𝑡𝑡𝑡) + 

+𝑀(𝑓𝑡𝑡)) } ,  

||𝑈𝑛 − 𝑢𝑛||̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
1

≤ 𝐶{ ℎ2𝑀3,1(𝑢) + 𝑘2(𝑀(𝑢𝑡𝑡𝑡)  + 

+𝑀(𝑓𝑡𝑡)) } .  

 
これら成果は論文 [4] に発表した。 
 
(4) 楕円型方程式の境界値問題の解の一意
性に関する研究 
 
次の 2階楕円型方程式の境界値問題を考える。 

− {
𝜕

𝜕𝑥
(𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)} + 𝑟𝑢 = 𝑓    𝑖𝑛  𝑆, 



 

 

𝑢 = 0     𝑜𝑛  Γ = 𝜕𝑆. 
ここで、𝑆 は多角形領域で、𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦) ≥
𝑝0 > 0. 𝑝, 𝑟, 𝑓 は十分滑らかで、𝑟 = 𝑟(𝑥, 𝑦) 
の符号は未定でよい。𝑟 > 0 のとき、境界値
問題の解は一意的に存在する。𝑟 < 0 でもも
し|𝑟(𝑥, 𝑦)| < 𝜇𝑚𝑖𝑛 ならば、境界値問題の解も
存在し、一意的である。ここで、𝜇𝑚𝑖𝑛 は次
の固有値問題の最小固有値である。 

− {
𝜕

𝜕𝑥
(𝑝

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑝

𝜕𝑤

𝜕𝑦
)} = 𝜇𝑤    𝑖𝑛  𝑆, 

𝑤 = 0     𝑜𝑛  Γ = 𝜕𝑆. 
2 点境界値問題に対しては、解の一意性と次
の条件の同値性は知られている。 

|𝑔𝑖𝑗| ≤ 𝐶    𝑎𝑠   ℎ → 0. 
ただし、ℎ は有限差分法や有限要素法での最
大メッシュサイズである。𝐴−1 = (𝑔𝑖𝑗) で、𝐴 
は有限差分法や有限要素法による離散行列
である。1 次元の場合は、𝑔𝑖𝑗 は容易に計算
できるが、2 次元の場合は困難である。本研
究では、以下の解の一意性条件を提案した。 
 
𝑆 の各格子点を𝑃𝑖 とし、有限要素法で境界値
問題を解くとき得られた離散システムを
𝐴ℎ𝑥ℎ = 𝑏ℎ とする。ここで、未知数のベクト
ル𝑥ℎ は境界値問題の近似解(𝑢ℎ)𝑖 = 𝑢(𝑃𝑖) か
らなる。次の一意性条件を得た。 
 

(1)  √∬ 𝑢ℎ
2 ≤ 𝐶 

(2)  
1

√𝑛
||𝑥ℎ||2 ≤ 𝐶 

(3)  
1

𝑛
∑ |𝑢𝑖

ℎ|𝑖 ≤ 𝐶 

(4)  max𝑖 |𝑢𝑖
ℎ| ≤ 𝐶 

 
以上の成果は論文 [5] に発表した。 
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