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研究成果の概要（和文）：本研究では，固定された曲面に埋め込まれたグラフがどんな完全グラ

フ Kn をマイナーとして持つかどうかという問題を扱った．この問題は一般に難解であり，こ

の問題とグラフ彩色を関連付けた問題は Hadwiger 予想として知られており，現在における重

要な未解決問題の１つとして残っている．私たちの研究では，曲面上のグラフを三角形分割に

限定し，種数３までの向き付け可能曲面と種数４までの向き付け不可能曲面の三角形分割に対

して，K6マイナーが存在するための条件をある特定の部分グラフの有無により特徴付けた．そ

のために，私たちは曲面上の既約三角形分割の完全リストと局所変形の理論を用いた． 
 
研究成果の概要（英文）：This study deals with a problem: A given graph G on a fixed surface, 
which complete graph Kn does G have as a minor? This problem is difficult in general, and 
the problem combining this and graph coloring is well-known as Hadwiger’s conjecture, one 
of the important open problems in the literature. In the research, restricting graphs on 
surfaces to be triangulations, we characterized the graphs on the orientable surface of 
genus up to 3 and the nonorientable surface of genus up to 4 containing K6 as a minor. In 
order to do so, we used the complete list of irreducible triangulations on those surfaces and 
the theory for graph transformations. 
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１．研究開始当初の背景 
 
 与えられたグラフがどんな完全グラフ Kn
をマイナーに持つかという問いは，グラフマ
イナー理論を指導原理とする昨今において，
たいへん重要な研究テーマとなっている．
（グラフ H がグラフ G のマイナーであると
は，H が G から辺の縮約と除去，そして，孤

立点の除去により変形可能であることを意
味する．）この問題は，n = 1, 2, 3, 4 のとき，
単なる演習問題に過ぎず，n = 5 のとき，
Wagner が 1937 年に解決した．ところが， 
n≧6 のとき，本問題は未解決となっている．
つまり，K6をマイナーとして含まないグラフ
の大きなクラスはいくつか知られているも
のの，K6をマイナーに含むグラフ全体を特徴
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付けることはできていないし，その完全解決
は絶望的であると考えられているようであ
った． 
 また，本問題は，いわゆる四色定理を解決
するために考案された Hadwiger 予想に深く
関係する．その予想とは，「完全グラフ Knに
縮約可能な任意のグラフは(n−1)-彩色可能で
ある」というものであり，これまでに n≦6
まで解決されているが，n≧7 の場合は未解決
である．特に，n=6 の場合は Hadwiger 予想
自身は解決されているものの，上述の問題は
未解決であり，特に，K6をマイナーに持たな
いグラフの特徴付けは興味深い． 
 一方，私が前回に科学研究費補助金により
行った研究テーマ「曲面地図の幾何学的実現
に関する研究」により，射影平面の三角形分
割が K6 に縮約可能であるための必要十分条
件をある禁止部分グラフの存在により与え
ることができた．つまり，グラフ理論的に難
解な問題に対して，まったくその流れとは異
なる研究テーマから，その糸口を得ることが
できたわけである． 
 したがって，私たちは固定された曲面上の
グラフに対して，K6をマイナーとして含むも
の全体を特徴付けることを目標として，研究
をスタートさせた． 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は，「どのようなグラフが完
全グラフ Kn をマイナーに持つか」という問
題について，グラフの曲面への埋め込み可能
性という位相幾何学的条件を絡めて解決す
ることである． 
 
３．研究の方法 
 
 固定された曲面上のどんな三角形分割も，
辺の縮約を繰り返し行うことにより，もはや
縮約可能辺を持たない三角形分割に変形可
能であり，それを既約三角形分割と呼ぶ．そ
して，任意の曲面について，既約三角形分割
は有限個しか存在しないことが知られてい
る．このことは，Wagner 予想「任意のグラフ
の無限列には，一方がもう一方をマイナーに
持つような 2つのグラフが存在する」の肯定
的結果からも得られるし，既約三角形分割を
曲面の種数の線形関数で抑えられるという
私たちの最近の研究成果からも得られる．特
に，球面，射影平面，トーラス，クラインの
壷の既約三角形分割は1990年代にBarnette, 
Lawrencenko, Negami たちによって完全リス
トが決定されていた． 
 私たちは，K6マイナーを持たない三角形分
割は，辺の縮約により，K6マイナーを持たな
い三角形分割に変形されることが示される
ことに着目した．そして，「もし，曲面 Sの

三角形分割で K6マイナーを持たないものが
存在すれば，K6マイナーを持たない既約三角
形分割が存在する」ことに気がついた．そし
て，既約三角形分割の完全リストを眺め，K6

マイナーを持たないものを特定していった．
そして，K6マイナーを持たない臨界的な構造
を特定するに至り，それらの曲面の K6マイナ
ーを持たない三角形分割の特徴付けに成功
した． 
 一方，Sulanke は種数 2の向き付け可能曲
面と種数 3と 4の向き付け不可能曲面の既約
三角形分割を計算機で生成することに成功
しており，各曲面でそれらの総数は数十万個
から数百万個に上る．私たちは，そのような
膨大な既約三角形分割のリストに上述のア
ルゴリズムを適用するため，与えられた三角
形分割の K6マイナーの有無を判定する計算
機処理を試みた．その結果，K6マイナーを持
たない既約三角形分割のすべてに所望の部
分構造を発見し，それまで得られた定理がこ
れらの曲面の三角形分割に適用可能である
ことを示すことに成功した． 
 
４．研究成果 
 
 私たちは当初の計画通り，種数の低いいく
つかの曲面に対して，K6マイナーを持つ三角
形分割の特徴付けに成功した．その結果は，
次のようになる． 
 
定理 1. 射影平面の三角形分割 G が K6マイナ
ーを持つための必要十分条件は，G が K4四角
形分割を部分グラフとして持たないことで
ある． 
 
定理 2. トーラスの三角形分割 G が K6マイナ
ーを持つための必要十分条件は，G が K5四角
形分割を部分グラフとして持たないことで
ある． 
 
 また，種数 2, 3 の向き付け可能曲面の K6

マイナーを持たない三角形分割は，トーラス
の K6 マイナーを持たない三角形分割を適当
な方法で貼り合わせたものであること．また，
種数 2,3,4 の向き付け不可能な閉曲面の K6

マイナーを持たない三角形分割は，トーラス
と射影平面上の K6 マイナーを持たない三角
形分割を同様の方法で貼り合わせたもので
あることをつき止めた． 
 この事実は一般の曲面についても成立す
るものと思われるし，私たちもその事実を証
明したいと強く思うが，現在の証明方法では，
既約三角形分割の完全リストに依存する部
分が大きく，それは可能ではない． 
 また，私たちの結果から三角形分割という
条件を除いたらどのようになるかという問
題も考えられる．そのような問題に対して，



 

 

部分的な結果も知られているが，うまくいき
そうな手法が未だ確立できておらず，未解決
問題として残っている． 
 近年，グラフのサイクルの長さの偶奇性を
絡めた「奇マイナー」をテーマとして研究を
始めたが，それに関する記述は次なる私たち
の研究としたく，ここでは述べないことにす
る． 
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