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研究成果の概要（和文）：解析的および数値的な手法を用いて，偏微分方程式系や離散格子

系などの，さまざまな無限次元力学系において起こる分岐現象およびホモ/ヘテロクリニッ

ク挙動を明らかにした．特に，偏微分方程式系のソリトンやパルス解，フロント解に対応

した，常微分方程式系のホモ/ヘテロクリニック軌道に対して，サドル・ノードおよびピッ

チフォーク分岐が起こる条件を求めるための摂動的な方法を開発し，その軌道まわりの変

分方程式の微分ガロア理論の意味での可積分性との関連を明らかにした． 
 
研究成果の概要（英文）：Bifurcations and homo- and heteroclinic motions in several 
infinite-dimensional dynamical systems such as partial differential equations and discrete 
lattices were studied. In particular, perturbation methods to obtain conditions for 
saddle-node and pitchfork bifurcations of homo- and heteroclinic orbits in ordinary 
differential equations, which correspond to soliton, pulse and front solutions in partial 
differential equations, were developed, and their relationship with the integrability of 
variational equations around these orbits in the meaning of differential Galois theory was 
described. 
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１．研究開始当初の背景 

力学系理論の発展は目覚しく，低次元力学
系における分岐やカオスなどの非線形現象
の理解は飛躍的に進んでいる．しかしながら，
偏微分方程式系や離散格子系などの無限次

元力学系に対しては，力学系理論によるアプ
ローチの有効性は容易に認識されるものの，
いまだ多くの課題が残されている．例えば，
カオスのような複雑なダイナミクスを理解
する上で安定/不安定多様体の挙動を明らか
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にすることが有用であるが，その解析的な取
り扱いはごく限られた場合に対してのみ可
能であり，多くの場合は数値的な方法に頼ら
ざるを得ない．また，従来の数値的な方法で
は，高々4次元力学系の 2次元安定/不安定多
様体を計算できる程度であり，通常の数値解
析のように有限次元力学系によって近似し
たとしても，無限次元力学系における安定/
不安定多様体を精度良く計算することはほ
とんど絶望的であった． 
 
２．研究の目的 

解析的および数値的な手法を用いて，偏微
分方程式系や離散格子系などの，さまざまな
無限次元力学系において起こる分岐現象お
よびホモ/ヘテロクリニック挙動を明らかに
する．より具体的には，偏微分方程式系にお
けるパルス解の分岐に対する解析手法を開
発し，偏微分方程式系の精度保証付き数値分
岐解析法を確立し，さらに離散格子系を含む
無限次元系におけるホモ/へテロクリニック
挙動を解析的あるいは数値的に解明するこ
とを目的とする． 
 
３．研究の方法 
(1) 偏微分方程式系や離散格子系などの無
限次元力学系において起こる分岐現象およ
びホモ/ヘテロクリニック挙動を明らかにす
る第一歩として，空間１次元の偏微分方程式
系におけるソリトンやパルス解，フロント解
の分岐現象を解析する．この目的のため，こ
れらの解に対応した，常微分方程式系のサド
ル型平衡点に対するホモ/ヘテロクリニック
軌道に対して，メルニコフの方法を拡張し，
適用することにより，それらの軌道まわりの
変分方程式が２個の独立で有界な解を有す
るとき，そのサドル・ノードおよびピッチフ
ォーク分岐がある非退化条件の下で起こる
ことを証明する．さらに，常微分方程式系の
次元が 4の場合に対して，２個の独立で有界
な解が存在するとき，その変分方程式が微分
ガロア理論の意味で可積分となることを証
明する．また，ソリトンやパルス解，フロン
ト解の線形安定性を判定する際に現れるス
トゥルム・リウビル問題を取りあげ，解が存
在するとき，与えられた方程式が微分ガロア
理論の意味で可積分となることを示す． 
 
(2) 可逆的な常微分方程式系におけるサド
ル型あるいはサドル・センター型平衡点のホ
モ/ヘテロクリニック軌道によって与えられ
る，空間 1次元偏微分方程式系のパルス解・
フロント解に対して，サドル・ノードおよび
ピッチフォーク分岐が起こる条件を，メルニ
コフの方法を拡張し，“埋め込まれた”ソリ
トンの存在を証明する研究代表者らの手法
のアイデアをさらに拡張して求める．また，

微分ガロア理論を用いて，これらの分岐の起
こる条件について論じる． 
 
(3) エノン・ハイレス系や古典力学の三体問
題の特別な場合である二等辺三体問題など，
多くの可逆的な常微分方程式系では，空間 1
次元偏微分方程式系の定常解に対応した，周
期解の 1パラメータ族が存在する．このよう
な周期軌道族の分岐に対する摂動的な方法
を開発し，対応した偏微分方程式系の定常解
の分岐を解析する．また，エノン・ハイレス
系や二等辺三体問題に対して，この現象を数
値的に確認する． 
 
(4) n 次元球領域における(n は自然数)，あ
る反応拡散方程式のノイマン境界値問題を
取りあげ，中心にピークをもつ定常パルス正
値解の分岐について理論的研究を行う．この
反応拡散方程式は生物の走行性のモデルで
あるケラー・ジーゲル方程式や，生物の形態
形成のモデルであるギエラー・マインハルト
方程式を解析する上でも重要なものである． 
 
(5) 力学系のダイナミクスを理解する上だ
けでなく，分岐解析を行う上でも重要な役割
を果たす中心多様体に対して，ある偏微分方
程式系を数値的に解くことにより求めると
いう数値計算法を提案する．さらに，無限次
元力学系を有限次元系で近似して周期軌道
のホモ/ヘテロクリニック挙動を求める際に
必要となる，高次元写像の安定/不安定多様
体の数値計算法を開発する． 
 
(6) (1)から(5)で用いられたものと類似の理
論的および数値的アプローチを用いて，重力
の作用するコマや一様磁場中の伸縮可能な
無限に長い弾性棒，周期構造が付加された非
線形光ファイバー中のソリトンについても
解析を行う． 
 
４．研究成果 
(1) 空間１次元偏微分方程式系におけるソ
リトンやパルス解，フロント解に対応した，
常微分方程式系のサドル型平衡点に対する
ホモ/ヘテロクリニック軌道に対して，それ
らの軌道まわりの変分方程式が２個の独立
で有界な解を有するとき，そのサドル・ノー
ドおよびピッチフォーク分岐がある非退化
条件の下で起こることを証明した．さらに，
常微分方程式系の次元が 4 の場合に対して，
２個の独立で有界な解が存在するならば，そ
の変分方程式が微分ガロア理論の意味で可
積分となることを証明した．また，ソリトン
やパルス解，フロント解の線形安定性を判定
する際に現れるストゥルム・リウビル問題に
対して，その解が存在するとき，与えられた
方程式が微分ガロア理論の意味で可積分と



 

 

なることを証明した．これにより，本理論が
適用可能な場合には，線形安定性を決定する
ための固有値を容易に計算することができ
る．これらの理論結果に対して具体的な適用
例を示し，有効性を明らかにした． 
 
(2) 可逆的な常微分方程式系におけるサド
ル型あるいはサドル・センター型平衡点のホ
モ/ヘテロクリニック軌道によって与えられ
る，空間 1次元偏微分方程式系のパルス解・
フロント解に対して，サドル・ノードおよび
ピッチフォーク分岐が起こる条件を求めた．
また，微分ガロア理論によりその分岐の起こ
る条件について論じ，それらの軌道まわりの
変分方程式の可積分性との関連を明らかに
した．得られた結果を非線形光ファイバーの
モデルに適用し，その有効性を示した． 
 
(3) 偏微分方程式系の定常解に対応する，可
逆的な常微分方程式系の周期解の 1パラメー
タ族の分岐に対する摂動的な方法を開発し
た．ホモクリニック軌道の分岐とは異なり，
周期軌道の変分方程式の可積分性との関連
性はないものの，パラメータの稠密な値にお
いて周期軌道の分岐が一般的に起こること
を明らかにした．このような現象は可逆性を
もたない他のクラスの微分方程式系では起
こらないものである．さらに，エノン・ハイ
レス系や二等辺三体問題に対して，この現象
を数値的に確認した．本手法を二等辺三体問
題に適用して，三体問題において円周オイラ
ー解と呼ばれる周期軌道から無限個の相対
周期軌道族が分岐し発生することを数学的
に証明すると共に，他の摂動法により得られ
ている，ハミルトン系に対する古典的な結果
との関連性を明かにすることを計画してい
る． 
 
(4) n 次元球領域における(n は自然数)，あ
る反応拡散方程式のノイマン境界値問題に
対して，中心にピークをもつ定常パルス正値
解の分岐について理論的研究を行った．特に，
任意の n≧2 の場合にこのような解が自明解
からトランスクリティカル分岐により発生
し，その後サドル・ノード分岐が起こること
を証明し，また，n=1 の場合には定常パルス
正値解の完全な分岐構造を決定した．これら
の結果により，生物の走行性のモデルである
ケラー・ジーゲル方程式や，生物の形態形成
のモデルであるギエラー・マインハルト方程
式の定常解の基本的な分岐構造が明らかと
なった． 
 
(5)ある偏微分方程式系を数値的に解くこと
により，力学系の中心多様体を求めるという
数値計算法を提案した．さらに，高次元写像
の安定/不安定多様体の数値計算法を開発し

た．これらの結果に対して具体的な適用例を
示し，数値解析結果を与え，有効性を明らか
にした．  
 
(6) 理論的および数値的アプローチを用い
て，重力の作用するコマや一様磁場中の伸縮
可能な無限に長い弾性棒，周期構造が付加さ
れた非線形光ファイバー中のソリトンにつ
いて解析を行った．特に，コマの問題ではこ
れまで不備のあったカオス存在の証明を与
え，一様磁場中の伸縮可能な無限に長い弾性
棒がカオス的な形状に変形することや非線
形光ファイバーに周期構造が付加されるこ
とによって，存在しなかった帯域にソリトン
波が新たに発生することを明らかにした． 
 
(7) 本研究で得られた成果を総括し,無限次
元力学系の分岐およびホモ/ヘテロクリニッ
ク挙動に関して重要な知見を得た．また，無
限次元力学系の非線形現象に対する解析的
および数値的手法の確立に貢献した. 
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