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研究成果の概要（和文）：非線形楕円型境界値問題に対し，解の存在検証とともに存在範囲を局

所一意性付きで数学的に厳密に評価する手法を開発した．また，対応する線形化問題から導か

れる固有値問題の固有値の非存在証明検証を一般理論として与えた．さらに，構築した手法と

陰関数定理との組み合わせによって，非線形偏微分方程式の解曲線をパラメータ連続的に追跡

する計算機援用証明手法を導き，実際の問題に適用することでその有効性を確認した． 
 
研究成果の概要（英文）：We developed a computer-assisted theory to verify the existence of 
the solutions for nonlinear elliptic boundary value problems with local uniqueness. We also 
proposed verified computations of eigenvalue exclosures for the linearization problems. 
Finally combining with developed method and the implicit function theorem, we introduced 
a procedure to enclose solution curves of nonlinear partial differential equations by 
computer-assisted proof and confirmed its effectiveness by some verified results. 
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１．研究開始当初の背景 
 
  計算機で実行できる実数値の計算は有限
桁の浮動小数点数による近似計算であり，そ
の演算結果には丸め誤差と呼ばれる近似誤
差が生じる．近年，浮動小数点演算における
丸め誤差を含む演算結果の数学的に厳密な
保証が高い精度で効率よく実現できること
が明らかにされ，計算結果の信頼性（品質保

証）の問題が応用解析学や計算理工学の分野
で広く取り上げられることとなった．さらに，
計算結果の品質保証は数値計算アルゴリズ
ムそのものにも影響を与え，様々な数理科学
上に現れる問題の解を計算機よって数値的
に検証するという方向にまで進展しつつあ
る．この種の数値計算法は計算機援用証明ま
たは精度保証付き数値計算法と呼ばれ，理論
解析が困難な問題に対する数値的証明とし
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て，その意義が国内・国外において高まりつ
つある． 
  申請者らはこれまで，解析学に対する計算
科学的アプローチとして，主として非線形偏
微分方程式に対する計算機援用証明に取り
組んできた．これは，計算機により，解の存
在する無限次元関数空間の集合を具体的な
誤差評価付きで自動的に構成するものであ
り，これまで理論的な知見が与えられていな
かった流れ問題，反応拡散問題，逆問題など 
の非線形問題の解の存在検証に成功してき
た. 代表的な成果としてはレイリー・ベナー
ル対流として知られているナヴィエ・ストー
クス方程式支配下の熱対流問題の研究によ
り，自明解である熱伝導解から遠く離れた
様々な非自明解の存在証明を世界で初めて
与えた．さらに，二次分岐点の包み込み，お
よびベナールセルと呼ばれる蜂の巣状のセ
ルの存在検証にも成功した．熱対流問題の研
究で得られた検証結果は，流体の性質を規定
する無次元数であるレイリー数，プランドル
数，および波数をそれぞれ固定して与えた上
で解の存在を証明したものであり，パラメー
タ連続的な解曲線の存在証明は得られてい
ない．また，このようなパラメータは，熱対
流問題に限らず，反応拡散方程式における 
拡散係数，ナヴィエ・ストークス方程式にお
ける粘性係数，対象とする領域のアスペクト
比など多くの問題に現れるだけでなく，その
非線形性により様々な解の分岐を起こす可
能性が報告されている．したがって大域的な
解構造の究明のためには，これまでの研究成
果の更なる深化・発展が望まれる．申請者は，
連携研究者を含む多くの研究者との意見交
換を通じて，本研究の目的である非線形偏微
分方程式の解に対するパラメータ連続的追
跡の計算機援用証明が可能であるとの確信
を得るに至った． 
 
 
２．研究の目的 
 
  本研究は，微分方程式の解曲線をパラメー
タ連続的に追跡する計算機援用証明手法を
構築し，その検証方式を反応拡散方程式，ナ
ヴィエ・ストークス方程式，オバーベック・
ブシネスク方程式などの特に非線形偏微分
方程式の境界値問題に適用することにより，
これまで解明されていなかった分岐点を包
含した解の大域構造を数学的に厳密な意味
で明らかにすることを目的とする． 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究では，これまでの研究成果をさらに発
展させ，非線形偏微分方程式に対する解曲線

を分岐構造を含む形で連続的に追跡する精
度保証付き数値計算アルゴリズムの確立を
目指す．また，様々な現象を記述する数理モ
デルに数値的検証法を適用し計算機援用証
明を実現することで，その有効性を実証する．	 
	 
	 
４．研究成果	 
	 
(1) これまで成功してきた，エムデン方程

式，アレン・カーン方程式，コルモゴ
ロフ問題を含むいくつかの非線形楕
円型方程式に対する解の局所一意性
付き数値的検証手法に対する成果お
よび知見を取り込みながら，非線形偏
微分方程式の解に対する局所一意性
付き存在検証手法を，可能な限り一般
的な関数空間と作用素に適用可能と
なる検証理論として拡張した．また，
理論の構築とあわせて，非線形性の強
い特異摂動問題，熱対流問題への適用
を視野に入れた精度保証付き数値計
算に対するアルゴリズムレベルおよ
びプログラムレベルの効率化を検討
した．その具体的な成果として，平行
ポワズイユ流れの安定性を記述する
非線形固有値問題の解に対する高精
度な局所一意性付き包み込みに成功
した．	 
	 

(2) 非線形方程式の解をパラメータ連続
的に追跡するためには，対応する線形
化問題の可逆性の保証が必要であり，
多くの問題において可逆性の保証は
追跡対象パラメータが対応する固有
値問題の固有値でないことの立証と
同値であることが明らかとなってい
る．与えられた集合に含まれるすべて
の要素が固有値でない（固有値の非存
在）ことを検証する汎用的な手法の構
築を行った．また，手法の具体的な適
用事例として非自己共役複素固有値
問題の固有値の除外に取り組み，流体
力学的安定性を記述する代表的な方
程式であるコルモゴロフ問題および
オーア・ゾンマーフェルト方程式に対
する固有値の非存在証明を与えるこ
とに成功した．	 
	 

(3) これまで得られてきた非線形偏微分
方程式の解に対する計算機援用証明
手法を，自然境界条件を持つ反応拡散
方程式系に対して適用した．具体的に
は，2次元フィッツフュ・ナグモ型方
程式を2重フーリエ級数展開により離
散化し，直交射影に対する構成的誤差
評価を与えることにより，これまで存



在が確認されていなかった非自明解
の存在検証に成功した．また，パラメ
ータ連続的に分岐曲線を追跡する手
法に関する数値実験を行った．	 
	 

(4) 無限次元Newton法の適用においては，
線形化作用素の逆作用素の存在とそ
の効率的なノルム評価が大きな役割
を占める．今回，不動点定理と有限次
元問題のスペクトルノルムの評価を
組み合わせることにより，無限次元の
意味での最適値へのオーダーを持つ
ことが期待される逆作用素ノルム評
価を与えるアルゴリズムの開発に成
功した．また，実際の問題に対して検
証アルゴリズムを適用し，従来の方法
と比較し，その優位性を精度保証付き
数値計算によって明らかにした．	 
	 

(5) 問題を不動点定式化した際に，不動点
の周りで引き込み性を持つ場合に対
する簡便な非線形関数方程式の解の
存在検証アルゴリズムを与え，無限次
元ニュートン法に基づく解の精度保
証方式を補完することに成功した．	 
	 

(6) 微分方程式の分岐曲線に対するパラ
メータ連続的存在検証法の研究に取
り組み，パラメータを微小な区間に属
する任意の値として連続的に表現す
ることで，その区間に対する解の存在
および局所一意性の保証と線形化作
用素の可逆性の数値的検証を陰関数
定理と併用することにより，解のパラ
メータ連続的包み込み手法の定式化
を与えた．また，具体的な問題に対す
る精度保証付き数値計算を行った．さ
らに，解曲線がターニングポイントを
持つ場合のパラメータの踏み換え（ボ
ーダリング）技法を提案する検証法に
取り込むことが原理的に可能である
ことを確認した．	 
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