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研究成果の概要（和文）： 
本研究では，破壊力学における亀裂進展モデルを中心に，関連する様々な移動境界問題

について融合的に数理解析・数値解析の研究を行った．これらは全く異なる現象でありな
がら，幾何学的制約に由来する困難さと変分構造の重要性という共通点がある．本研究に
おいて，移動境界問題で成功をおさめている反応拡散系によるフェイズ･フィールド･モデ
ルの亀裂進展問題への適用，及び変分構造を持つ多角形版移動境界問題の枠組みの構築及
びその数値解析などを行うことに成功した． 
 
研究成果の概要（英文）： In this research, we studied several crack propagation models in 
fracture mechanics and related various moving boundary problems from viewpoints of 
mathematical and numerical analyses. These are completely different phenomena, however, 
both have geometrical difficulty and importance of variational structures. We succeeded in 
proposing a phase field model by means of reaction diffusion system, which is a powerful 
tool in moving boundary problems, and constructed a polygonal motion with variational 
structure and its numerical analysis. 
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１．研究開始当初の背景 
 研究代表者は，これまで主に様々な偏微分
方程式で記述される移動境界問題とそれに
関連した数理モデルについて，その数学的構
造の理解や数値解法の構築などの研究を行
ってきた．その中で，下記に述べる研究テー
マ・手法に着目し，類似の幾何学的制約を持
つ亀裂進展モデルと移動境界問題を融合し

て研究を行い，共通する新たな数理的・数値
的手法の開発研究計画を立てる着想に至っ
た．移動境界問題とその応用の専門家である，
チェコ工科大学の Michal Benes 氏とスロバ
キア工科大学の Karol Mikula 氏には特に研
究組織表以外の研究協力者（海外共同研究
者）として協力をお願いした． 
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２．研究の目的 
 下記で述べるような問題群に対し，融合的
に取り組む今回の計画は，幅広い研究分野に
関係するユニークな研究計画である．本研究
においては，数理解析的手法と数値解析的手
法，理工学的応用の三方に気を配りながらの
研究推進になるが，それはこれまで研究代表
者の目指してきた研究スタイルであり，本研
究計画でしか実現できない独自の研究成果
が得られ，新たな数理的および数値的手法の
開発・理工学への応用展開などへの展望が期
待されるものである． 
 
３．研究の方法 
 研究代表者がこれまで培ってきた手法や
研究アイデアに基づき，以下に述べるテーマ
について，融合的な手法やアイデアを用いて，
研究を行った． 
 
(1) 亀裂進展問題のモデリングとシミュレ
ーション 
 
Griffith-Francfort-Marigo モデルと反応
拡散系近似の視点から，エネルギー解放率を
キーワードに研究を進めた．また，アダプテ
ィブ• メッシュの有限要素法を用いて数値
シミュレーションを行い，定性的な亀裂進展
の再現を目指した．（図１参照） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

図１．フェイズ･フィールド・モデルによる
亀裂進展シミュレーションの例 

 
(2) 多角形版移動境界問題の解析と応用 
 
エネルギー等式･不等式を満たす離散モデル
の研究として，クリスタライン法のアイデア
を拡張した多角形版の移動境界問題を考え
た．（図２参照） 

 
 
 
 
 
 
 

図２．多角形版移動境界問題で使われるクリ
スタライン法のイメージ図． 予め指定
された法線方向を持つ多角形の挙動と
して記述される． 

 
(3) 亀裂問題におけるエネルギー解放率の
数学解析 
 
破壊力学における基本的かつ重要な概念で
あるエネルギー解放率の数学解析を，形状感
度解析で用いられる領域摂動の手法と，無限
次元バナッハ空間における陰関数定理を用
いて行った． 
 
(4) アダプティブメッシュ有限要素法の適
用 
 
数値シミュレーション手法として，空間 2 次
元反応拡散系に対するアダプティブメッシ
ュ有限要素法のプログラムを活用し，亀裂進
展フェーズフィールドモデルの数値計算を
行う．（図３ 参照） 

図３．反応拡散系（Gray-Scottモデル）に現
れるスポットパターン・ダイナミクス
に対するアダプティブメッシュ有限要
素解析の例． 各時刻における右端の図
が解に合わせて自動的に変化する有限
要素メッシュ 

 
４．研究成果 
  
(1) これまで様々な数値計算モデルが提案
されながら，数学的に明瞭な数理モデルを欠
いていた弾性体内の亀裂進展に関して，移動
境界問題において発達した数理手法である
フェーズフィールド法を用いたモデリング
を行い，正則化されたエネルギーの勾配系と
して反応拡散方程式型の数理モデルを導い
た．また，アダプティブメッシュ有限要素法
を用いて，様々な状況下においてモード III
亀裂進展の数値シミュレーションを行い，モ
デルの有用性をその数値計算結果を通じて
確かめた． ( T. Takaishi and M. Kimura 
(2009) ) 

更に，同様のエネルギーを用いたフェーズ
フィールドモデル導出の考え方をバネ質点
系を用いた破壊モデルに適用し，バネ切断条



件に対して数学的な枠組みを与えることに
成功した． ( M. Kimura and T. Takaishi 
(2011) ) 
  
(2) 亀裂問題に現れるエネルギー解放率に
関して，形状感度解析の手法とバナッハ空間
における陰関数定理を用いて数学的枠組み
を構築し，その変数係数非等方線形弾性体に
おける曲面亀裂のエネルギー解放率の存在
証明を与えるとともに，エネルギーの形状変
形に関する高階微分可能性を証明した．( M. 
Kimura and I. Wakano (2011) ) 更 に，
p-Laplacian 型の非線形楕円型作用素に対し
ても，非線形作用素の単調性を利用し，エネ
ルギー解放率の存在と積分表示が拡張でき
ることを示した．( K. Ohtsuka and M. Kimura 
(2012) ) 
 
(3) いくつかの移動境界問題やパターン形
成の問題に関連して，移流項の卓越した楕円
型作用素のディリクレ境界条件下での固有
値問題を取り上げ，その特異摂動問題をエネ
ルギー評価を用いた手法により解析した．速
度ポテンシャルの井戸の深さが，固有値の指
数減衰現象の指数に対応することなどを証
明した．( S. Jimbo, M. Kimura and H. Notsu 
(2009) )  
 
(4) 多くの移動境界問題が持つ特徴であり，
数値計算上の困難さの元にもなっていた，面
積保存性や界面縮小性，法線ベクトル場・曲
率項などの幾何学的諸量の数値的取り扱い
を簡便にする手法として，多角形版移動境界
問題の枠組みを構築し，様々な移動境界問題
がその枠組みで扱えることを示した．また，
面積保存２次精度の時間方向陰的スキーム
を開発し，その収束証明を行うとともに，数
値例を通して本手法の有効性を確認した．( M. 
Benes, M. Kimura and S. Yazaki (2009) ) 
 
代表者らが提案している多角形版移動境

界問題の枠組みを，ヘレショウ流れおよびナ
ビエ・ストークス方程式の表面張力効果を考
慮した移動境界問題に拡張し，自然なエネル
ギー保存／減少性を持たせることができる
ことを示した．また，もとの移動境界問題が
持つ変分構造とほぼ同じ構造を多角形版移
動境界問題が持っていることをヘレショウ
流れの場合に証明した．また，表面張力効果
を持つ多角形版ヘレショウ流れ問題の時間
局所解の一意存在を証明した．( M. Kimura, 
D. Tagami and S. Yazaki, (in preparation) ) 
 
(5) 体積保存型の非局所項を持つ非等方
Allen-Cahn方程式に対し，高精度な数値解法
を提案し，その特異極限である面積保存非等
方曲率流問題と数値的な比較を行った．それ

により，それぞれの解の長時間に渡る挙動が
数値的に一致することを確認した．また，こ
の非局所項を持つ非等方 Allen-Cahn 方程式
が，固体の再結晶化現象にも関連しているこ
とを示唆する結果を得た．( M. Benes, S. 
Yazaki and M. Kimura (2011) )  
 
(6) MPS 法などのメッシュフリー粒子法で用
いられる差分公式について，粒子間距離に関
する新たな数学的指標を提案し，その打ち切
り誤差の数学的な評価を与えた．( 石島清宏，
木村正人 (2010) ) 更に，その結果をより一
般の重み関数の場合に拡張し，重み関数のあ
る種の可積分性が打ち切り誤差評価に重要
であることを示した．（木村「粒子法研究会」
での研究発表，論文準備中） 
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