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研究成果の概要（和文）： 

 2M階微分作用素(-1)M(d/dx)2Mの自己共役境界値問題において，固定端自由端境界条件をもつ
場合に対応するソボレフ不等式の最良評価（最良定数，最良関数）を得た。また低階項がある
n 階フルヴィッツタイプ微分作用素に対応するソボレフ型不等式の最良評価も得ることができ
た。連続版のソボレフ不等式の最良評価と並行して進めてきた離散版のソボレフ不等式におい
ては，離散版マイナスラプラシアンに対応するソボレフ不等式を正多面体の場合に計算するこ
とができた。この他に，糸のたわみ問題についても離散ソボレフ不等式の最良評価を得た。こ
うした結果は今後の離散版ソボレフ不等式の研究を行う上での足がかりとなる結果といえる。 
 

研究成果の概要（英文）： 
 In the self-adjoint boundary value problem of 2M-th order (-1)M (d/dx)2M differential 
operator, best evaluation (best constant, best function) of a Sobolev inequality 
corresponding to clamped-free boundary condition were obtained. We also obtained the 
best evaluation of a Sobolev type inequality corresponding to the n-th order Hurwitz 
differential operators. In the Sobolev inequality of the discrete version that has proceeded 

in parallel with the best evaluation of the Sobolev inequality of the continuous version, we 

were able to compute the best constant of discrete Sobolev inequality on regular M-hedron 

for M=4, 6, 8, 12, 20. In addition to this result, we obtained the best evaluation of the 

discrete Sobolev inequality corresponding to a bending problem of a string. These are 

important results to become the clue in studying the future discrete Sobolev inequality. 
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１．研究開始当初の背景 
ソボレフ不等式については，1930 年に G. 

Bliss，1976年に G. Talenti, T. Aubinが独

立に最良定数を求めて以来，ほどんど未解決
であった。 
過去数年間，数理物理学・工学の分野に登
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場する各種微分方程式の境界値問題に対す
るグリーン関数を求め，その再生核としての
構造を調べた。グリーン関数の満たす再生等
式からソボレフ不等式を導出し，不等式の最
良評価（最良定数，最良関数計算）をグリー
ン関数を利用して求めた。境界値問題によっ
ては，グリーン関数がベルヌーイ多項式，超
幾何関数，球面調和関数などさまざまな特殊
関数で記述され，ソボレフ不等式は特殊関数
に関する新しい不等式や恒等式を与える。こ
の事実に基づいて，特殊関数論とソボレフ不
等式間の双方向への応用を中心に研究を進
めた。 

 
２．研究の目的 
（１）グリーン関数の構造：数理物理，工学
の諸分野に登場する高階常微分方程式の各
種境界値問題を設定し，グリーン関数の行列
式表現や積分表示を求める。境界条件の種類
によっては零固有値の存在ゆえにグリーン
関数が求まらない場合がある。その場合も直
交条件と呼ばれる条件を課すことによって, 
グリーン関数を一意に求めることが可能で
ある。 
 
（２）再生核（グリーン関数）とソボレフ不
等式の最良評価：近年の研究でグリーン関数
はヒルベルト空間を適切に定めるとその再
生核になることが分かった。グリーン関数と
再生核との対応関係を調べることにより，境
界値問題と再生核ヒルベルト空間との対応
を明らかにする. 再生核理論から最良定数
はグリーン関数の対角線値の最大値に等し
い。これまで蓄積してきたグリーン関数の詳
細な情報をもとに，ソボレフ不等式の最良定
数，最良関数を計算する。 
 
（３）特殊関数論への応用：グリーン関数は
しばしば各種特殊関数で書かれる。つまりソ
ボレフ不等式は特殊関数に関する 1つの評価
を与える。またソボレフ不等式で等号を達成
する最良定数を計算することで，特殊関数に
関する恒等式を与える。上記項目（２）によ
って得られた最良評価から連続・離散特殊関
数の満たす性質（不等式，恒等式）をソボレ
フ不等式の立場から詳細に調べる。 
 
３．研究の方法 
 役割分担を決めた上で各テーマについて
各自独立に研究を進め，電子メールなどを中
心に研究の進展について連絡を取る。武村, 
永井は同じ所属機関にいるため，互いに研究
連絡を密に取る。また年に 4回のペースで 3
名が関西に集まりセミナーを開催，研究 
報告, 議論を行う。 得られた研究成果は毎
年 2回日本数学会函数解析分科会や国際会議
において発表する。研究の効率化を計るため

研究組織の各メンバーの専門分野を考慮し
て，基本的に以下の通り研究の役割分担を決
める。 
（平成 21年度）武村 : 各種境界値問題のグ
リーン関数を求め，その性質，特に正値性と
対角線値の挙動を調べる。亀高 : グリーン
関数と再生核との関連を調べる。ソボレフ不
等式の最良評価を行う。永井 : グリーン関
数の離散化を行う。離散ソボレフ不等式の最
良評価を行う。 
（平成 22年度以降）武村 :重調和作用素な
ど偏微分方程式の境界値問題に対するグリ
ーン関数の計算と性質究明，亀高 : Lpソボレ
フ不等式の最良評価，永井 : 重調和作用素
に対応したソボレフ不等式の最良評価と離
散化を行う。 
 
４．研究成果 
 2M 階微分作用素(-1)M(d/dx)2M の自己共役
境界値問題において，固定端自由端境界条件
をもつ場合に対応したソボレフ不等式の最
良評価（最良定数，最良関数）を得た（雑誌
論文⑥）。ヒルベルト空間を適切に定めるこ
とにより境界値問題から得られたグリーン
関数 G(x,y)が再生核となった。ソボレフ不等
式の最良定数は，グリーン関数の対角線値
G(y,y)の最大値として得られた。この問題に
ついては，M=2 とした棒のたわみ問題につい
て具体的なケースを詳しく調べた（雑誌論文
⑦，⑧）。取り扱う微分方程式は単純型 2 点
境界値問題の 4階常微分方程式であるが，片
側の境界条件を固定端，ディリクレ端，ノイ
マン端，自由端の 4種類とした。対称性を考
慮して 10 種類の境界条件に対して，ソボレ
フ不等式の最良評価を丁寧に求めた。ディリ
クレ端自由端，両端ノイマン型，ノイマン端
自由端，両端自由端の 4つの場合には，固有
値 0をもつため可解条件と直交条件を付加し
て，対称性と直交性をもつグリーン関数がた
だ一つに求まるよう対称直交化法を用いて
構成した。また低階項がある場合については，
n 階フルヴィッツタイプ微分作用素に対応し
たソボレフ型不等式の最良評価を得た（雑誌
論文①）。この結果は，ヘビサイド・トムソ
ンケーブルの時間周期境界値問題に対応す
るソボレフ型不等式の最良定数およびそれ
を達成する最良関数を求めたことに該当す
る。その物理的意味は，交流電流である出力
電圧の絶対値の最大値の 2乗を入力電圧のパ
ワーで上から評価する評価式となっている。
最良定数はグリーン関数の L2ノルムの 2乗に
等しく，最良定数と最良関数はいずれも固有
値を用いて表現できる。特に，1 次元ユーク
リッド空間上におけるソボレフ不等式の最
良定数は，有限群の表現で重要な役割を果た
すギャンベリの公式を用いて固有値の有理
式で表すことができた（雑誌論文⑤）。さら



 

 

に，取り扱った高階フルヴィッツ型微分作用
素を偏微分作用素に拡張したソボレフ型不
等式の最良定数を得た（雑誌論文③）。具体
的には，高階フルヴィッツ型偏微分作用素に
対して周期 1の n次元トーラス上での境界値
問題を考え，対応するグリーン関数を楕円テ
ータ関数を用いて求めた。解の公式にシュヴ
ァルツの不等式を適用することによりソボ
レフ型不等式を得ることができ，その最良定
数はグリーン関数の L2 ノルムを用いて表す
ことができた。本研究成果は，研究実績であ
るヘビサイド・トムソンケーブルの時間周期
境界値問題に対応するソボレフ型不等式の
偏微分作用素への拡張に対応している。 
連続版のソボレフ不等式の最良評価と並

行して進めてきた離散版のソボレフ不等式
においては，離散版マイナスラプラシアンを
正多面体（正四面体，正六面体，正八面体，
正十二面体，正二十面体）上に導入して，そ
れぞれに対応するソボレフ不等式の最良定
数を計算することができた（雑誌論文④）。
いずれの場合も離散熱核を定義し，そのラプ
ラス変換によりグリーン行列，擬グリーン行
列を計算する。このグリーン行列，擬グリー
ン行列の対角成分の最大値が，連続の場合と
同様，離散版ソボレフ不等式の最良定数とな
り（正多面体の場合は対称性によりどの対角
成分も同じになる），最良定数を達成するベ
クトルは，グリーン行列，擬グリーン行列の
各列ベクトルとなることが分かった。この他
に，糸のたわみ問題に対する離散ソボレフ不
等式の最良評価を得ることができた。その最
良定数は第 1種チェビシェフ多項式と第 2種
チェビチェフ多項式を用いて表すことがで
きた（雑誌論文②）。こうした結果は今後の
離散版ソボレフ不等式の研究を行う上での
重要な足がかりとなる結果といえる。 
以上の成果は関連の深い学会，国際会議に

おいて発表を行った。 
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