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研究成果の概要（和文）：「Recent Progress in General Topology III」というタイトルの本の編

集者から P. Szeptycki 氏と共著で「位相空間の被覆性」に関する survey の執筆を依頼された。

その中で研究してきたエレメンタリーサブモデルの応用について述べた。さらにエレメンタリ

ーサブモデルの研究は，直接的ではないが，単調正規空間をファクターにもつ位相積空間の被

覆性と正規性の研究へと繋がっていった。それらは証明において集合論的な手法を用いながら

も，結果は完全に位相空間論的に表現されるという，まさにエレメンタリーサブモデルと同じ

性質をもっている。その研究成果は 2011年と 2012年において 2つの単著論文で発表されたが，

最近では家本宣幸氏および平田康史氏との研究協力を得て，この研究はさらに大きく前進しつ

つある。 
 
研究成果の概要（英文）： The editor of the book titled “Recent Progress in General Topology 
III “ asked me to write a survey concerning “Covering properties” with P. Szeptycki. We 
have taken up some applications of elementary submodels in it. Then the study of 
elementary submodels has been connected to that of covering properties and normality of 
the products with a monotonically normal factor. These studies have a similar aspect in the 
sense that the proofs are done by set-theoretic methods but the conclusions are completely 
expressed by general topology. Two papers have been published in 2011 and 2012 for this 
subject. In the present, getting the corporation with Nobuyuki Kemoto and Yasushi Hirata, 
this study has been greatly developed. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 位相空間の積空間における被覆性と正
規性の研究は，1950 年代から始まって延々
と現代に至るまで研究されており，極めて長

い歴史をもっている。1960 年代から 1970 年
代にかけては，日本もそれなりに研究実績を
残してきたともいえる。しかし，長い間研究
されてきただけに，研究手法や証明技術など



 

多種多様なものが既に考案され，位相空間論
的な視点からは既に開発し尽くされた感も
ある。それだけに位相空間論の未解決問題は，
積空間のそれも含めて手つかずに残されて
きた。 
 
(2) ところが，1970 年代後半頃から集合論
的な考察が，位相空間論全体の未解決問題に
向けられるようになった。即ち，集合論的な
公理を仮定して結果を出すということであ
る。これは「無矛盾」ということで問題の肯
定的解決と否定的解決を判断する大きな指
針となった。さらには，異なる集合論の公理
を仮定して肯定的結論と否定的結論が出れ
ば，その問題は「集合論的に独立」であると
いう結論に至り，その問題は解決されたこと
になる。そのような形で位相空間論の大きな
問題は，現代までに次々と解決されてきた。 
 
(3) こうして位相空間論の研究自体が，集合
論の影響をもろに受ける方向と位相空間論
的に伝統的な手法で考察するものとに分か
れてきた。 米国や欧米などでは，集合論的
考察からの研究が益々重視される方向に進
んできている。日本の位相空間論の研究はそ
の影響を受けつつも，伝統的手法が重視され
てきた。その一方では，日本の集合論研究者
が，位相空間論の問題を研究対象にして積極
的に進出してきた。 
 
(4) そのような中で，証明手法は集合論的で
あるが，それによって得られる結果は集合論
的公理の仮定を一切必要としないという手
法が出現した。これがエレメンタリーサブモ
デルという証明手法である。これは Dow が
1988 年に初めて位相空間論に応用して以来，
位相空間論の研究の広範囲において急速に
発展してきた。いままでの複雑な構造が，一
挙に短く表現できるのであるから確かに有
力な証明方法に思えた。実際，Balogh はエ
レメンタリーサブモデルを駆使して，位相空
間論の古くから未解決だった大きな問題を
1990 年代に次々と解決していった。 
 
(5) しかし，位相空間の被覆性の問題につい
ての証明には，エレメンタリーサブモデルの
応用はあまり例がなかった。それを Balogh
が 2002 年にエレメンタリーサブモデルを利
用して，既知の有名な定理２つを証明して見
せたのである。彼自身は 2002 年に心臓発作
のため急逝しており，この論文は彼の死後発
表された。もし彼が生きていれば，この論文
は新しい結果の証明ではないので発表され
なかったかもしれない。彼の証明はオリジナ
ルの証明のアイデアを多分に利用している
とはいえ，この論文の意味するところは，エ
レメンタリーサブモデルは位相空間の被覆

性や正規性の研究にも，今後適用していける
ことを示唆している。 
 
２．研究の目的 
(1) 位相空間論の中でも位相空間による積
空間の被覆性と正規性の問題は，研究開始か
らすでに半世紀以上も経過しているほど長
い歴史をもつ研究課題である。研究代表者は，
その積空間の研究に長年従事してきた。当然，
研究方法としては伝統的な位相空間論的手
法が主体となってきた。しかし，歴史が長い
だけに数多くの証明技術が開発され発表さ
れてきた。それだけに現代ではこの問題につ
いて，従来の伝統的方法だけではある種の閉
塞感を打破していけないと研究代表者は感
じていた。そうかと言って，集合論的な公理
を仮定して問題を解決しても，所詮それは部
分的な解決に過ぎない。次には集合論的公理
を弱めるか外して成り立つかが問題となっ
てしまう。それも一つの進展と言えるけれど
も…。 
 
(2) そのような状況から，証明手法は集合論
的であるが，それによって得られる結果には
集合論的公理を必要としないというエレメ
ンタリーサブモデルに興味を持つのは自然
であると言える。さらには，前述の Balogh
の示唆も強力な後押しとなった。つまり，い
ままで証明できなかった問題を，エレメンタ
リーサブモデルを使って，もう一度考え直し
てみる。これがこの度の大きな研究目的であ
る。具体的には，次の３つの問題の解決を目
指してみる。 
 
① 積空間 X×Y がパラコンパクトならば，

それは長方形的か？[Pasynkov の問題
（1975）] 

② 積空間 X×βX がサブ正規ならば，X はサ
ブパラコンパクトか？ [Junnila の問題
（1980）] 

③ パラコンパクト，メタコンパクト，サブ
メタコンパクト等の位相空間の被覆性を，
方向付けられた開被覆とそのクッション
系の細分により特徴づけられるか
[Junnila－勝田の問題（1975）] 

 
これらは長い間未解決の難問である。エレメ
ンタリーサブモデルを適用するくらいで完
全解決できるとは到底思えないが，何らかの
部分解を得て，今後の解決の方針を見つけて
いきたい。 
 
３．研究の方法 
(1) 一昔前の集合論のポピュラーな本と言
えば，Kunen (1980)くらいしかなかったが，
最近では平易に書かれた集合論の本がいく
つも見られるようになった。そのなかでエレ

 



 

メンタリーサブモデルに１セクションを割
いている本を 2，3 選んで，そのセクション
を読む。それにより先ずはエレメンタリーサ
ブモデルの全体的な概念とイメージを掌握
した。 
 
(2) 次に今までエレメンタリーサブモデル
を位相空間論に応用した証明を読み進めた。
その中で，その適用方法が２つに大別される
ことに気が付いた。その分類によって，証明
される結果の形も２つに分類される。形に残
る最初の仕事として，その分類ノートを作成
した。そのノートの厚さはバインダーに入り
切れなくなる程の量となった。位相空間の被
覆性に関する定理の証明に用いられる方法
は，ある性質を満たす族の可算の全体をエレ
メンタリーサブモデルによりその存在を保
証してやり，それが空間を被覆するかを考え
てやればよいという方法であることが判明
した。 
 
(3) この方法で研究目的に記述した 3 つの
問題を考察したが，残念ながら未だ解決に至
っていない。①の問題に関しては，次元論の
観点から次元の積定理がどの程度成り立つ
かも考えてみたが，すべて Pasynkov の定理
（1975）に吸収されてしまう。③については
研究代表者自身が創出した概念の仮定のも
とにエレメンタリーサブモデルを使って成
り立つかどうかを考えたが，これも不発に終
わってしまった。それで得た最終的な結論は，
そもそもエレメンタリーサブモデルを使っ
て得られる結果は，使わないと煩雑であるが，
必ず使わなくても証明できるのであるから，
考え方の本質さえ同じならば，無理をしてエ
レメンタリーサブモデルを使うことに固執
する必要はないということである。 
 
４．研究成果 
 エレメンタリーサブモデルを用いて，研究
目的における３つの未解決問題のどれかに
何らかの部分的解決を与えて進展したとい
うところには至らなかった。しかし，この方
面の研究を続けたことによって，次の 2つの
成果があったと言える。 
 
(1)１つ目はほぼ 10 年ごとに出版される
「Recent Progress in General Topology，
III」と題する本に「位相空間の被覆性」の
分野での Survey の執筆を依頼された。その
中で位相空間の被覆性への応用としてエレ
メンタリーサブモデルを扱うことが出来た
事である。これは Balogh の仕事の紹介を中
心として，今後の発展の可能性を示唆した形
にまとめた。この本は近々Springer という数
学関係では有名な出版社から刊行される予
定である。この方面の研究者ならば，ほとん

どが購入するほど需要の高い本である。それ
だけに，この本への執筆は「位相空間の被覆
性及び正規性」の研究者として一定の評価を
与えられたと考えることができる。 
 

(2) 2 つ目は，エレメンタリーサブモデルの
研究手法を勉強しているうちに，非可算正則
濃度における定常集合の応用性に重要な意
味があることに気が付いたことである。それ
は単調正規空間を１つのファクターにもつ
積空間の被覆性と正規性の考察という別の
研究に遭遇したことである。これは従来の研
究手法もさることながら，定常集合の特殊性
を十分生かした研究でありながらも，最終的
な定理の形には位相空間論的表現のみで，集
合論的な色彩がほとんどないというもので
ある。しかもその対象は単調正規空間とコン
パクト空間という単純な形の積空間で，その
正規性という極めてよく知られた興味ある
性質を扱い，おまけに得られた結果に意外性
があるという，ある意味ではこれ以上ないよ
うな結果を得た。その証明方法は伝統的な位
相空間論的手法と集合論的手法を融合した
様な形になり，まさにエレメンタリーサブモ
デルを考察しようとした本来の目的とは別
な形で達成されたことになる。逆に，エレメ
ンタリーサブモデルを考察しなければ，この
研究に着目することもなかったかもしれな
い。この研究の成果については，研究代表者
の単著論文が研究論文欄における論文①お
よび④として既に発表されている。さらに，
この研究は連携研究者・家本宣幸氏および研
究協力者・平田康史氏との共同研究へと発展
し，現在も活発に研究結果が創出されている。 
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