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研究成果の概要（和文）：本研究では「ある物体の表面の一部の形状が未知であったり，あるい

は内部に形状が未知の空洞がある場合に，その未知形状を，表面の一部において計測した温度

データから推定する問題」を考察の対象とした．ただし，その未知形状は時間の経過に伴って

変形しても構わないものとする．この考察においては第一に，温度データから未知形状を一意

に定めることが出来るか否かが問題となる．本研究では，未知形状を一意に定めることができ

るための条件を，数学的に厳密な形で示した． 

 
研究成果の概要（英文）：When the shape of a portion of the face of an object or the shape 
of several internal cavities of an object is unknown, the shape may be estimated by using 
thermal data from measurements on an accessible portion of the face. In this research, 
we studied such an inverse problem for the shape which may vary with time. Then we focused 
on the unique determination problem: whether the unknown shape can be uniquely determined 
from the thermal data or not. Solving the unique determination problem is firstly 
requested for the inverse problem. We demonstrated some sufficient conditions for the 
unique determination. 
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１．研究開始当初の背景 

本研究では，熱方程式（さらには一般の 2 階
放物型方程式）に係わる逆問題のひとつであ
る「領域形状の推定問題」を考察した．ここ
で考える「領域形状の推定問題」とは，多次
元ユークリッド空間の中の領域の境界の観
測不能な部分の形状が未知であるとき，その

形状を観測可能な境界の一部分で得られる
温度に係わるデータから推定する問題であ
る．これは，物体の内部の空洞や内壁の形状
およびその変化，あるいは外部環境との境界
部分の形状およびその変化の推定等の現実
の問題に由来する．理論的考察において，推
定のためのデータとしては，この領域におけ
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る熱方程式（または 2 階放物型方程式）の
初期値・境界値問題の解の観測可能な境界の
部分におけるディリクレ境界値あるいはノ
イマン境界値が主として採用される．そして
形状の一意同定性や安定性（形状のデータ依
存性の評価）を示すこと，形状推定のアルゴ
リズムを与えること，およびその収束性を示
すこと等が，解決すべき基本的な問題と考え
られている． 

  研究開始当初においては, 先行・関連研究
として， 

 

[BC1] K. Bryan and L. F. Caudill Jr., 
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[BC3] K. Bryan and L. Caudill, Inverse 
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[V] S. Vessella, Inverse Problems, 24 
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などがあった．[V] 以外はすべて領域が時間
的な変化をしない場合を扱っている．またい
ずれも扱っている領域はリプシッツ連続性
より強い正則性（𝐶1,1 級, 区分的 𝐶2 級など） 

を課している．[CrRV]，[V] は境界条件とし
てディリクレ境界条件を課し，推定に用いる
データとして解のノイマン境界値を用いて
いる．それ以外の研究では，境界条件として
ノイマン境界条件を課し，推定に用いるデー
タとして解のディリクレ境界値を用いてい
る．[BC1] は形状の一意同定性を示し，
[CaRV], [CrRV] は安定性を調べている．[V] 

は領域が時刻に依存し変化することを許し，
方程式が非線形の場合も含めて，かなり一般
的な状況下での形状の一意同定性や安定性
を得ている．[BC2] は直方体状の領域の下面
が微小変形したときの，その変形面の形状の
推定問題を考えて線形化した逆問題を扱っ
ている．さらに [BC3] は形状推定のアルゴ
リズムを提案しているが，その収束性は示し
ていない． 

 

２．研究の目的 

本研究は，「研究開始当初の背景」の項で述
べた逆問題を以下の設定で取り扱うことを
目的とした．現実の局面を想定すると, これ
らの設定はいずれも十分に考察の価値があ
るものと考えられるからである． 

 

(a) 推定したい未知形状部分が時刻に依存し
て変化することを許す． 

(b) 推定したい未知形状部分も含め, 領域の
正則性をできるだけ緩めた条件の下で考
える．具体的には, リプシッツ領域を目
標とする． 

(c) 混合型境界条件を課す．すなわち, 境界の
未知形状部分では斉次ディリクレ境界条
件を課し，境界の残りの部分では非斉次
ノイマン境界条件（あるいはロバン境界
条件）を課す． 

 

研究代表者は，研究協力者の土谷正明氏
（金沢大学名誉教授）並びに土谷氏の研究室
の守山洋介氏と共同で, 上記の設定 (a), (b), 

(c) の下で，リプシッツ領域を底面とする柱
状領域の下面が未知の微小変形をしたとき
の線形化した逆問題を考察した（この研究は
「研究開始当初の背景」の項の [BC2] の一
般化である）．そして，一意同定性，安定性，
推定アルゴリズムについて一定の解決を得
て  

 

[KMT] H. Kawakami, Y. Moriyama and M. 
Tsuchiya, Inverse Problems, 23 (2007) pp. 
755-783 

 

に公表した．この結果も踏まえ，線形化して
いない本来の問題に対し，以下を考察するこ
とを本研究の目的とした．  

 

( I ) 上記の設定 (a)，(b)，(c) の下で，一意
同定性を示すこと． 

( II ) 一意同定性を示すことが出来たケース 

（[V] よりも領域の正則性に関する条件
が弱いケース）に対し，[V] で考察してい
る安定性に関する量的な評価と同様の評
価を得ること． 

( III ) 一意同定性を示すことが出来たケース
に対し，観測データから未知形状部分を推
定するアルゴリズムを設計し，その収束性
を示すこと．アルゴリズムの設計において
は，まず [BC3] の考えを参考にして行う．
また [BC3] のアルゴリズムの基礎にある
汎関数には確率制御理論に基づくアプロ
ーチも可能であると考えられるので，マル
コフ連鎖近似によるアルゴリズムを定式
化し，上述のアルゴリズムと比較検討する． 

 

３．研究の方法 

本研究は研究代表者の河上と研究協力者の
土谷正明氏が共同して進めた. 土谷氏は時
空間の正則性の弱い非柱状領域における放
物型方程式の初期値・境界値問題の弱解に 
ついての考察, 並びに確率制御理論に基づ
くアルゴリズムに対するいくつかの提案な



 

 

どを行った. 研究はメールによる随時の連
絡および直接の会合での議論により，問題 
点の解決を計りながら密接に協力して進め
た. また関連する分野も多いので，研究会 
への参加や文献を通しての研究情報の収集
も行いながら研究を進めた. 以上を行うに
あたって, 河上と土谷氏の出張旅費並びに
文献の購入費に科学研究費を充てた. 
 
４．研究成果 
「研究の目的」の項の (I) に関して一定の
結果を得て,  
 
[KT] H. Kawakami and M. Tsuchiya, Inverse 

Problems, 26 (2010) 125007 (34 pp)  
 
に公表した. その内容は以下の通りである. 
  領域 𝐷(𝑡) を時刻  𝑡 ∈ [0, T] に依存して
決まる 𝑛 次元 Euclid 空間 𝑅𝑛 内の有界リ
プシッツ領域（𝐶0,1 級領域）とする．𝐷(𝑡) の
境界の分割 ∂𝐷(𝑡) =  𝛤𝐴  ∪  𝛤𝐼 を考える．ただ
し, 𝛤𝐴 は形状が既知の部分で時刻に依存せ
ず,  𝛤𝐼 = 𝛤𝐼(𝑡) は形状が未知の部分でその
形状は時刻とともにリプシッツ連続的に変
動しているとする．すなわち，時空間 
𝑅𝑡 ×  𝑅𝑥

𝑛  の非柱状領域 𝐷 ∶=  ∪𝑡∈(0,𝑇)  𝐷(𝑡)  
の境界の側面部分𝜕∗𝐷: =  ∂𝐷 ∩ {(0, T) ×  𝑅𝑛}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
が，空間変数についての rigid motion の下
で，局所的に (𝑡, 𝑥′) = (𝑡, 𝑥1, … . , 𝑥𝑛−1) のリプ
シッツ関数のグラフで表わされるものとす
る．このとき，𝐷 の parabolic boundary 𝜕𝐿𝐷 
および bottom 𝜕𝐵𝐷 はそれぞれ 𝜕𝐿𝐷 = 𝜕∗ 𝐷 
および 𝜕𝐵𝐷 = 𝐷(0) となる．時間的変動をし
ない境界部分 (0, T) × 𝛤𝐴 を共通にもち, 上
述の性質をみたす時空間の非柱状リプシッ
ツ領域  𝐷: = ∪𝑡∈(0,𝑇) 𝐷(𝑡) の全体を ∆ で表
す. 領域 𝐷 ∈  ∆ に対し, 変数係数 2 階線
形放物型方程式 （熱方程式） 
 
(e-1) 𝑃𝑢 ∶= ∂𝑢/∂𝑡 − ∇x  ∙ (𝐴∇𝑥𝑢 + 𝑎𝑢) 

+𝑏 ∙ ∇𝑥 𝑢 + 𝑐𝑢 = 0 
 
に混合型境界条件を課した初期値・境界値問
題 (e-2) を考える: 
 
   𝑃𝑢(𝑡, 𝑥) = 0                            ((𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷),  

∂𝑢/∂N(𝑡, 𝑥) +  𝜎(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜑(𝑡, 𝑥) 
                   ((𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇) × 𝛤𝐴), 
   𝑢(𝑡, 𝑥) = 0                              ((𝑡, 𝑥) ∈ 𝛴𝐼),         
   𝑢(0, 𝑥) = ℎ(𝑥)                        (𝑥 ∈ 𝐷(0)). 
 
ここで ∂𝑢/∂N は 𝑃  に関する conormal 
derivative で，𝛴𝐼 ≔ ∪𝑡∈(0,𝑇)  𝛤𝐼 (𝑡) とする. 
また, 方程式や境界条件の係数およびソー
ス項は (𝑡, 𝑥) の関数，初期値は 𝑥 の関数で
あり，さらに 𝐴 は 行列値リプシッツ連続関
数, 𝑎, 𝑏 はベクトル値有界関数，𝑐 および 

σ は有界実数値関数, 𝜑 と ℎ は実数値 𝐿2 
関数である. 
  以上の設定の下で, 考察の対象とする逆
問題は, 時間区間 (0, T) 内の観測面 𝛤𝜔 
(⊂ 𝛤𝐴 ) における観測データ（弱解 𝑢 の境界
値）から, (0, T) 内の時空変形面 𝛴𝐼 の形状
を同定するという問題である．[KT] ではこ
の形状同定の一意性について考察した. 
  一意同定性に関する先行結果としては，
[BC1], [V] 等がある．[BC1] は, 時間的に
変動しない領域を扱い, 境界は区分的 𝐶２ 
級であるとしている. そして境界条件とし
ては境界全体でノイマン条件あるいはロバ
ン条件を課し, 形状の一意同定性を示して
いる. [V] では時間的に変動する領域を扱い, 
境界は 𝐶1,1 級であるとしている. そして境
界条件としては境界全体でディリクレ条件
を課し, 形状についての安定性の評価を与
えている． 

後述の定理 1 の証明は, [BC1] での証明
と同様に背理法を使って行ったが, 領域が
時刻に依存しない場合には起こらない困難
な問題点（後述）が生じる. そのため, class 
∆ については一意同定性を示すに到らなか
ったが, その幾つかの subclass について
示すことができた． 
 
定 義 ： 𝐷1, 𝐷2  ∈  ∆  に 対 し ,  𝐶(𝑡)  を
𝐷1(𝑡)  ∩  𝐷2(𝑡) の連結成分で 𝛤𝜔 ⊂  𝜕𝐶(𝑡) を
満たすものとする.  

𝜏0 ∶= inf{𝑡 ≥ 0: 𝐷1(𝑡) ≠ 𝐷2(𝑡)} 
と置く. 時刻 𝜏1 >  𝜏0 が存在して, 時間区
間 (𝜏0, 𝜏1 ) において, 𝑅𝑛 内の compact set 
に関する Hausdorff 距離の意味で 𝐶(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅  が
連続であるとき, 𝐷1 と 𝐷2 は comparable 
であると言う. 
 
定理１：𝐷1 , 𝐷2  ∈  ∆ とし, 𝐷1, 𝐷2 上で初期
値境界値問題 (e-2) を考える. それぞれの
弱解を 𝑢1,  𝑢2 で表す. そして次を仮定する. 
(i) 各時刻 𝑡 において, (e-2) の境界値

𝜑(𝑡, ∙ )  は恒等的には 0 でない.  
(ii)  𝐷1 と 𝐷2 は comparable である.  
(iii) 𝐷1(0) =  𝐷2(0)  であるか , または

(e-2) の初期値 ℎ は 0 である.  
このとき, (0, T)   × 𝛤𝜔 上で 𝑢1 =  𝑢2 であ
れば, 𝐷1 =  𝐷2 である. 
 
上記の定理で, 条件 (iii) を仮定しないと
反例が構成出来ることが, [BC1] によって示
されている. 上記の定理の証明を [BC1] で
の証明と同様のアプローチで行う際,  
 
[IY] O. Y. Imanuvilov and M. Yamamoto, Publ. 

RIMS, Kyoto Univ. 39 (2003) pp. 227-74 
 
によって得られた弱解についての一意接続



 

 

定理と，時空間における集合 𝐷𝑖 − 𝐶（̅ここで 
𝑖 = 1, 2， 𝐶: = ∪𝑡∈(0,𝑇)  𝐶(𝑡) である）上での斉
次ディリクレ境界条件を持つ初期値・境界値
問題の弱解の一意性を使うことが必要にな
る．ところが領域の時間変動を許した場合に
は，𝐷𝑖 − 𝐶̅ の形状がきわめて複雑になるので，
一般的な扱いは非常に難しい．実際，𝐷𝑖 − 𝐶̅ 
の境界の中に時間軸に垂直な連結成分が無
限個現れ得るので，境界値の設定および解の
定義やその一意性の証明等において種々の
困難な問題が生じる．そこで我々は条件 
(ii) を課し，この条件の下では，𝐷𝑖 − 𝐶̅ で
の初期値・境界値問題の弱解の一意性を示す
ことができた．条件 (ii) は技巧的な条件に
見えるが, 𝐷1, 𝐷2 の変動による 𝐷1 と 𝐷2

の食い違いの生じ方が, 当初は緩やかであ
ることを意味している．そして , ∆  の 
subclass ∆′ で定理 1 の条件を満たすもの
の例が，以下の定理 2 で与えられる. 
 
定理２：以下の (A), (B), (C), (D) のいず
れかを満たす ∆ の subclass ∆′ においては, 
任意の 𝐷1, 𝐷2  ∈  ∆′ が条件 (ii) を満たす. 
従って, この ∆′ においては一意同定性が成
り立つ . なお , 以下においては , 𝛴𝐼  ̃ ≔ 
∪𝑡 ∈[0,𝑇]  𝛤𝐼  (𝑡) と置く.  
(A) ∆′ に属する各領域 𝐷 について, その変

形面 𝛴𝐼  ̃ は 1 つのリプシッツ連続な形
状関数 𝑥𝑛 = 𝑆(𝑡, 𝑥′) で表示されている.  

(B) ∆′ に属する各領域 𝐷 について, 𝛤𝐼  (𝑡) 
は時刻に依存しない. 

(C) ∆′ に属するすべての領域 𝐷 について初
期形状 𝐷(0) は共通であり, かつ各領域 
𝐷 についてその変形面 𝛴𝐼  ̃ は 𝐶1 級であ
る.  

(D) ∆′ に属する各領域 𝐷 について, その変
形面 𝛴𝐼  ̃ は時空間内の多面体の表面の一
部である. 

 
次に「研究の目的」の項の (II) について

である. この研究は, 当初 [V] の方法を参
考にすることを想定していた. [V] では, 安
定性の評価を得る際 , その  proposition 
4.1.1 の証明において, 上述の集合 𝐷𝑖 − 𝐶̅ 
に相当する時空間内の集合（以下 𝑊）の上
で解析を行っている（例えば divergence 定
理の適用など）. ただし, 定理 1 (ii) に該
当する条件を課していない. そのため, 領
域 𝐷 の時間変動を許す場合には, たとえ 𝐷 
が 𝐶∞ 領域であったとしても, 𝑊 は一般に 
Caccioppoli set (locally finite perimeter 
を持った set) になる保証がなく, 実際に 
Caccioppoli set にならない例が構成できる. 
この例の構成に関しては [KT] に記載した. 
（定理 2 (C) は 𝐷 が 𝐶1 級であれば定理 
1 (ii) が満たされることを主張している. 
このことは, 𝐷 が 𝐶∞ 領域であったとして

も 𝑊 は一般に Caccioppoli set にならな
い, という上記の主張と矛盾しない. 前者
は 𝐷1, 𝐷2 が 𝐶1 級のとき, お互いの変動に
よる食い違いが生じた直後は食い違いの変
化の仕方が緩やかであることを意味してい
るのであり, 時間大域的に緩やかな変化を
していることは意味しない. 定理 1, 定理 
2 のためには, 食い違いが生じた直後の緩
や か さ の み が 必 要 で あ る が , [V] 
proposition 4.1.1 の証明においては, 𝑊 
の時間大域的な形が問題となる.） 少なくと
も Caccioppoli set に対しては divergence 
定理の適用が許されるが，そうでないような
複雑な集合 𝑊 上で, いつ divergence 定
理の適用などが許されるかが研究代表者と
研究協力者には不明であったため, その解
明を試みた (これが肯定的に示されれば, 
定理 1, 定理 2 の改良も期待される). し
かし, その解明には至らず, 安定性に関す
る結果を得ることは出来なかった. 
 

次に「研究の目的」の項の (III) につい
てである. これについては, 主に確率制御
理論の応用を試みたが, 実効的なアルゴリ
ズムを得るには至らなかった．具体的には,  
 
[KD] H. J. Kushner and P. Dupuis, Numerical 

Methods for Stochastic Control Problems 
in Continuous Time, 2nd ed., Springer, 
2001 

 
によって得られたアルゴリズムの応用を試
み た ． 勿 論  [KD] の ア ル ゴ リ ズ ム も 
iteration を用いるものであるが, その特
徴は, 適切な条件下で iteration が大域的
な最適解に収束することにある. これは推
移確率からなるコスト関数の推移行列が縮
小写像になることに由来する. 本研究にお
ける逆問題の [KD] のアルゴリズムの枠組
への翻訳として最も自然だと思われるのは,  
以下のようなものであろう. 逆問題を考え
る領域は, [KMT] と同様の直方体状の空間領
域の下面が未知の変形をしたものとし, そ
の未知境界の形状をコントロールとする.  
そして, 放物型方程式 (e-1) に対応する拡
散過程を考える. このとき上記のコントロ
ールはこの拡散過程に組み込まれ, 制御拡
散過程となる. コスト関数は, この制御拡
散過程から定まる拡散方程式の解の観測面
での値と, 観測値との差の 𝐿2 ノルムとする. 
これは局所時間を用いて表される. しかし, 
このような直接的な翻訳を行った場合, 推
移確率からなるコスト関数の推移行列が縮
小写像になることが一般には保証されない. 
従って何らかの工夫が必要となるが, 同時
にそれは実効的な計算量に収まるアルゴリ
ズムを導くものでなければならない. 残念



 

 

ながら, 本研究においてはそのような工夫
を得ることが出来なかった. そのため, 確
率制御理論を応用したアルゴリズムを作成
するという方針を 2011 年中に変更し, 本
報告を作成している 2012 年 5 月現在は, 
Feynman-Kac 型公式を利用したアルゴリズ
ムを作成中である.  
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