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研究成果の概要（和文）：凹関数 f(t) による関数計算によって生成される作用素関数 f(X) の

固有値分布についての成果を得た。具体的には f(X+Y) の固有値を大きい方から k 個加えた

値は f(X) + f(Y) のそれより小さくないということをすべての k について示した。また、ガ

ンマ関数の主逆関数がPick 関数であることを示した。これらは共にProc. Amer. Math. Soc. か

ら出版された。 

 
研究成果の概要（英文）：We got some result on eigenvalue for an operator function f(X), 
where f is a concave function: precisely, the sum of eigenvalues of f(X+Y) from the largest  
through to k-th is not less than one for f(X)+f(Y) for every k. We have also shown that 
the principal inverse of the gamma function is a Pick function.   
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１． 研究開始当初の背景 
1982 年に Hansen-Pedersen によって確立さ
れた[0, ∞)上の非負の作用素凸関数（ある
いは作用素単調関数）についての Jensen 不
等式はこの分野の研究に大きな進歩をもた
らした。国内においても、1987 年に古田氏に
よる作用素不等式が発表され、続いて安藤氏
によって関連した作用素不等式が証明され
た。 
私は作用素単調関数の逆関数が作る集合の
性質を研究し、新しい majorization の概念
を導入することによって、これらを統一的に

一般化することに成功していた。 
2 つの非減少関数 f, g について 

g(A) ≤g(B) ⇒ f(A) ≤ f(B)  
が成立するとき、即ち、f(g-1) が作用素単調
であるとき g を f の majorization と言い、 
 f(t) ≼  g(t) と書く。この定義を使うと、
f が作用素単調であることは、f(t) ≼   t 
と書ける。このことから分るように、
majorization は研究の対象を、作用素単調
関数という個々の関数から一般の非減少関
数の組へと大きく広げる。ここで、数列につ
いての古典的な (sub)majorization につい
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て触れておく。 
二つの減少数列 {ai}, {bi} に関して 

a1+・+ ak ≤b1+・+ bk (1 ≤ k ≤ n) 
が 成 立 す る と き {bi} は {ai} の 
submajorization と言われる。この時 
多項式 g(t)=∏(t-bi) は f(t)=∏(t-ai) の
submajorization という。g(t) は 
[b1,∞)で正値単調増加であるから、この部分
をg+(t)とするとき、次のことを示していた。 

f+ ≼  g+. 
こ の こ と は 私 の 定 義 し た 関 数 の 
majorization が古典的な数列（多項式）の 
submajorization を含むことを意味してい
る。 

エルミート行列 X の固有値を大きい順に
並べたものを λi(X) として、その k 番目ま
での和をσk(X) と表す。X の変化（摂動）に
対応する非線形写像λi(X),σ

k(X) の変化を
解析、評価することは古くからなされていて、
H.Weyl の研究がつとに有名である。 

私は、作用素関数 f(X) の作用素不等式に
ついての結果を得た後、f(X) の固有値分布
に取り組み、次のことを示していた: 

f(t) が凹関数で X*X+Y*Y=I のとき、 
σk(f(X*AX+Y*BY))≥σk(X*f(A)X+Y*f(B)Y).  
この不等式において、X,Y はスカラーとは限
らないので、σk (f(X)) はかなり強い意味の
凹性を持つことが分かる。他に Ando-Zhan は
(0,∞)上の作用素凹関数 f(t) について 

σk f(A+B)≤σk (f(A)+f(B))  (1≤k≤n) 
を示していた。Bourin-Uchiyama はこの不等
式が、f(t)が作用素凹関数だけではなくもっ
と一般に、単なる凹関数の場合に示した。こ
れは大きな拡張であった。 
 
２．研究の目的 
当研究課題の目的は、上記の結果を次のよう
に発展させることであった。 

第一の目的: majorization による多項式
系の研究．多項式 f(t),g(t) について  
f+ ≼ g+. が成り立つための根の条件をより
精密に求める。上記のように f(t),g(t) が
ともに実根のみを持つ場合に十分条件を得
たが、必要性あるいは虚数解を持つ場合につ
いて解明したい。更に直交多項式系 {pn} の
最大次の項の係数を正としよう。pn は実根を
もち重根がないことが知られている。このこ
とから、pn+1 の最大の零点の右側にある正値
増加部分は pn のそれの新しい意味の 
majorization であることが分かる。是をも
っと深く研究することを目的としていた。 

第二の目的: 作用素関数の固有値分布と
Fréchet 微分の研究： 
まずは、f(X) の凹性、特に傾きの減少性を
固有値によって調べることを目的の一つと
した。次に、f(t) が作用素凹関数であると
き、 Fréchet 微分 Df(X) について 

f(A+B)≤ f(A)+ Df(A)(B) 
が作用素 A, B に対して成立するが、f(t) が
一般の凹関数であるとき、A, B が行列の場
合でも、上の不等式の 各辺の σk  を評価・
比較することは容易ではないと思える。更に、
A, B がコンパクト作用素の場合に行列につ
いて得た結果を単純に適応できるかどうか
定かではない。それは、Fréchet 微分 Df(X) 
の扱いが難しいからである。これを解明する
ことを目的とした。 
 
3. 研究の方法 
膨大な過去・現在の研究結果を専門書・論文
を通じて学び、その idea・手法を理解しそれ
を駆使して目的を果たすのが基本的な方法
である。特に、私自身が考案した関数の間の
majorization を発展させ応用した。また研究
を持続的に継続するために、国内外の研究集
会に出席し、成果を発表するとともに、他の
研究者との意見交換を通じて motivation 
を高めることも大切なことであった。 
 
４．研究成果 
数学のみならず自然科学で大切なガンマ関
数 Γ(t) についての発見があった。0< t < 
∞におけるΓ(t) が最小値となる点を αと
すれば、1<α<2 であり、[α,∞)においてΓ
(t)は非負単調増加である。Γ(t) のオイラ
ー表現によって、logΓ(t) はその解析的性
質が分かりやすくなり、その導関数はディガ
ンマ関数あるいはプシイ関数と呼ばれてい
る。私はこの表示に以前から着目していた。
そして、[α,∞)におけるΓ(t)の逆関数は作
用素単調ではないかと予想していた。しかし
このことを証明する idea を長い間思いつか
なかった。ところが思わぬところから有効な
idea に気づいた。それは、Bhatia-Sano の作
用素凸関数についての定理を拡張しようと
し て 、 Horn, Fitzgerald 等 が 開 発 した
conditionally positive definite の概念を
勉強していた時であった。この概念とそれに
関する結果がガンマ関数 Γ(t)にも使える
のではないかと閃いた。実際この方法で、[α,
∞)におけるΓ(t)の逆関数は作用素単調で
あることを示すことができた。この結果は
Proceeding of Amer. Math. Soc. から出版
された。 
直交多項式系 {pn} の最大次の項の係数を

正としよう。このとき、pn+1 の最大の零点 an+1

の右側にある正値増加部分- pn+1  を[an+1, ∞)
に 制 限 し た 部 分 - は pn の そ れ の
majorization であることが分かっていた。
pn の導関数の最大の零点を bn とすれば、bn 

< an であり、pn  を[bn,, ∞) に制限した部分
は上記の正値増加部分を含む。その逆関数を
pn の主逆関数と呼び、pn

-1 と書く。是が作用
素単調関数ではないかと予想し正しいと確



信できる根拠はあったのであるが、それを示
す方法が見つからなかった。 
このことについても上記の conditionally 
positive definite の概念を用いて証明する
ことができた。この結果は J. Mathematical 
Analysis and Application から出版された。 
その他に、Petz-Hasegawa の定理と呼ばれて
いる作用素単調関数に関する証明を分かり
やすくし、拡張した。また、作用素方程式に
ついての Bhatia との共著論文も出版された。 

2010 年インドで開催された４年に一度の
国際数学者会議の Satellite Conference の
基調講演を行った。そして、2011 年早稲田大
学における日本数学会で企画特別講演を行
った（震災で中止）。  
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