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研究成果の概要（和文）： 
 
確率微分方程式で記述される状態に対して効用関数を最大にする最適政策を決

定する問題および非線形変分不等式に関する数理経済の問題を探求した。研究成果は次のよう

に要約される： 
(1) 著書の出版 
この本の特徴は数理経済への幅広い応用のための数学的基礎を与えたところにある。 
(2) ペナルティ法の開発 
１次微分に拘束条件をもった非線形変分不等式の解法のためペナルティ方程式を開発した。 
 
 
研究成果の概要（英文）： 
 
The study explored the optimization problem to maximize the utility function for the state 

described by the stochastic differential equations and the problem of nonlinear 

variational inequalities on mathematical economics. The research results can be 

summarized as follows: 

(1) Publication of a book 

This book provides the mathematical foundation for broader applications to mathematical 

economics. 

(2) Development of the penalty method 

The penalty equations are developed to solve nonlinear variational inequalities with 

gradient constraint.  
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１．研究開始当初の背景 
 
 これまで線形変分不等式理論には長い研

究の歴史があり、Bensoussan-Lions の著書

(1982)などの多くの本が出版されている。ま

た、Hamilton-Jacobi-Bellman（HJB） 
方程式については、フィールズ賞を受賞した

P.L.Lions の功績である Viscosity Solution
（粘性解）の概念を用いる方法が広く知られ

ている。粘性解は退化型 HJB 方程式を取り

扱う際に都合が良い概念であることが

Fleming-Soner の著書(1993)で議論されてい

る。 
 最適性は、非線形の HJB 方程式に確率微

分方程式における伊藤の公式を適用して導

かれる。このため、粘性解が古典解になって

いるかどうかを調べる問題は数理経済など

の応用上からも重要となる。これについては

下記の拙著(2010)で論及している。 
 研究対象である非線形変分不等式につい

ては、適当な関数を代入して解く方法以外に

なく、一般的な解法は未解決となっていた。 
 
２．研究の目的 
 
これまでの成果を基礎にして、１次微分に拘

束条件をもつ非線形変分不等式を解くため

の一般的な方法を開発することが望まれて

いた。 

 従って、研究の主眼は 

「非有界領域上の非線形変分不等式および

非線形線形微分方程式の解法」 
を究明することにある。 

 数学上の問題に留まらず、数理経済の複雑

なシステムにおける最適政策を決定する問

題などへの多くの応用が期待できる。 

 
３．研究の方法 
 

１次微分に拘束条件をもつ非線形変分不等

式を解くために、研究は次の２つの指針のも

とで進められた。 

(1) 問題に対応するペナルティ方程式を立て

る。 

ペナルティ方程式は、ペナルティ項にパラメ

ーターと１次微分を含んでおり、ある種の確

率制御に対応する HJB 方程式と捉えること

ができる。このことから、確率的な解が構成

可能となる。得られた解は凹性があり、既知

の方法で、ペナルティ方程式の粘性解になっ

ていることが分かる。粘性解理論より、その

解は古典解になっていることが示される。 

(2) ペナルティ方程式の解の極限として非線

形変分不等式の解を求める。 

有界領域において、凹性からペナルティ方程

式の解の微分の有界性を導くことができる。

これよりパラメーターをゼロにしたとき、こ

の解が収束することが分かる。極限は、問題

の変分不等式の粘性解になる。変分不等式の

粘性解の概念は、この研究の中で導入された

ものである。さらに、粘性解理論を発展させ、

得られた解は滑らかであることが示される。 

 

４．研究成果 

 

この間、長年の研究成果を下記の著書として

出版することができた。この本の特徴は、こ

れまで煩雑または不完全であった dynamic 
programming principle の証明のために確率

微分方程式の弱解に関する山田—渡辺の定

理を応用して簡潔で完全なものにしたこと、

それによって数理経済への幅広い応用のた

めの数学的基礎を与えたところにある。 
 これに基づいて、１次微分に拘束条件をも

つ非線形変分不等式の解法のためにペナル

ティ方程式を開発した。粘性解の手法を発展

させ、その極限として非線形変分不等式の解

の存在と一意性を次の通り示した。 
 
論文①： 企業では資本ストックの生産性を

維持し、投資がなされる。生産を行い最大利

潤をあげる最適政策を非線形変分不等式を解



いて決定した。 

 

論文②： 保険料と債務の支払い関数を含ん

だ確率システムについて最適配当とリスク

制御を論じている。 
 

論文③：幾何ブラウン運動の最適停止を伴う

特異制御に関連する非線形変分不等式に対

して、粘性解手法を用いて一意解の存在を示

した。 
 

論文④： 変分不等式の応用として Ramsey 
modelに対する配当問題を粘性解手法を用い

て解決し、最適配当を求めた。 
 

論文⑤： 有限時間における経済成長の

Ramsey model に対して、対応する HJB 方

程式を解き、その解から最適消費量を構成し

た。 
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