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研究成果の概要（和文）：原子のようなミクロの世界を説明する量子力学において数学的根幹を

なすディラック方程式のエネルギーに関する数学的研究を実施した。電子・陽電子の対生成の

理論的説明で鍵を握ると考えられている閾値エネルギーに関連する数学的現象の一端を解明し

た。物質の安定性の理論的説明で重要な関数の無限系列を見いだした。閾値エネルギーに付随

する重要な関数、および関連する重要な不等式に関して数学的に新しい現象を見いだした。 
 
研究成果の概要（英文）：We	
 investigated	
 mathematical	
 properties	
 of	
 energies	
 of	
 Dirac	
 
operators,	
 which	
 play	
 fundamental	
 roles	
 in	
 quantum	
 mechanics,	
 describing	
 states	
 of	
 tiny	
 
particles	
 like	
 atoms.	
 We	
 found	
 a	
 few	
 of	
 new	
 mathematical	
 phenomena	
 on	
 threshold	
 energies	
 
which	
 are	
 considered	
 to	
 be	
 clues	
 in	
 theoretical	
 explanations	
 of	
 the	
 electron-positron	
 
pair	
 creation.	
 We	
 also	
 found	
 an	
 infinite	
 series	
 of	
 functions,	
 which	
 play	
 significant	
 roles	
 
in	
 the	
 theoretical	
 treatments	
 of	
 stability	
 of	
 matter.	
 In	
 addition,	
 we	
 discovered	
 a	
 
mathematical	
 phenomenon	
 in	
 connection	
 with	
 some	
 important	
 inequalities	
 and	
 with	
 some	
 
important	
 functions	
 at	
 threshold	
 energies.	
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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・基礎解析学 
キーワード：関数方程式、スペクトル理論、固有関数 
 
１．研究開始当初の背景 
量子力学の数学的研究に現れる作用素とし
ては、 シュレディンガー作用素、ディラッ
ク作用素、相対論的シュレディンガー作用素、
ワイル・ディラック作用素、パウリ作用素が
主なものであるが、どの作用素に関しても、
その閾値エネルギーの重要性は認識されて

いるにも拘らず、これらの作用素の閾値エネ
ルギー、付随する固有関数、レゾナンス状態
に焦点を当てた研究は稀、あるいは皆無であ
った。研究開始時点では、閾値エネルギーに
おいて次の４つの場合が起こりうるとの共
通理解が研究者の間であった： 
［１］固有値であるが、レゾナンスでない； 
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［２］固有値でないが、レゾナンスである； 
［３］固有値であり、かつレゾナンスである； 
［４］固有値でもなく、レゾナンスでもない。 
 
	
 これら４つの可能性がどのように起こる
のか、起こらないのか、また起こるとすれば、
それは稀に起こるのか、そうでないのか？こ
れらの視点からの研究は多くなかったし、
［１］~［３］の場合には、付随する関数（固
有関数、あるいはレゾナンス状態）の性質は
殆ど解明されていなかった。 
 
（１）シュレディンガー作用素の低エネルギ
ー漸近解析ではゼロ・エネルギーが閾値エネ
ルギーになるが、起こりえる４つの可能性の
内、［１］あるいは［４］の場合に限定され
た研究が多かった。これは閾値エネルギーの
解析が困難なためであった。 
 
（２）非線形ディラック方程式の解のうち、
スタンディング・ウェーブ解の安定性、不安
定性にワイル・ディラック作用素のゼロ・エ
ネルギーが大きく関わることが判っていた
が、やはり４つの可能性の内、［４］の場合
に限定されて研究されてきた。理由は上記
（１）と同じである。 
 
（３）物質の安定性の理論ではワイル・ディ
ラック作用素のゼロ・エネルギーが固有値で
あるという事実が決定的な役割を果たす。し
かし、付随する固有関数の性質の研究は皆無
であった。 
 
（４）質量項を持つディラック作用素、およ
び相対論的シュレディンガー作用素につい
ては、閾値エネルギーは勿論、付随する固有
関数、レゾナンス状態に関して公表された研
究は存在しなかった。 
 
（５）パウリ作用素に関してもゼロ・エネル
ギーに付随する固有関数、レゾナンス状態に
関する研究は存在しなかった。 
 
 
２．研究の目的 
種々の量子ハミルトニアンの閾値エネルギ
ーで起こりうる４つの可能性が実際に起こ
るのか、起こらないのかを解明すること。起
こる場合には、何が起こるのかを明らかにす
ること。特に、閾値エネルギーに付随する固
有関数が如何なる挙動を示すのかを調べる
こと。また、閾値エネルギーに付随する固有
関数の具体例を構成すること。 
 
 
３．研究の方法 
（１）特殊な具体例２つに対して、ワイル・

ディラック作用素のゼロ・モードが可解な代
数方程式に対応することを手計算で見いだ
した。これをヒントにしてコンピュータの数
式処理プログラムを用いてアルゴリズムを
作成。同様な対応関係にあるゼロ・モードと
可解代数方程式の組を２５個見いだした。こ
れに基づいて立てた仮説を数学的に証明し
た。代数的計算が中心である。これは雑誌論
文○1 の研究で用いた手法。	
 
	
 
（２）超対称性理論における論法を改良して
磁場付きディラック作用素に適用した。また
解析的フレドホルム理論を援用した。以上は
抽象的な関数解析学的手法と実解析的手法
を組み合わせたものである。純粋に実解析的
手法に基づいて、閾値エネルギーでの共鳴状
態の評価式を導き、これを共鳴状態に適用し
た。これらは雑誌論文○2 の研究で用いた手
法。	
 
	
 
（３）自由マスレス・ディラック作用素のゼ
ロ・モードの挙動を積分核の表示に基づいて
導いた。この結果をディラック作用素、パウ
リ作用素の閾値エネルギーに付随する固有
関数の挙動と関連づけるために、超対称性理
論、スペクトル写像定理を用いた。これは雑
誌論文○3 の研究で用いた手法。	
 
	
 
（４）弱 L^1 空間における弱ヘルダー不等式
を示した。これを用いてリース・ポテンシャ
ルに関する新しい不等式を導いた。L^1 空間
において、従来予想されていたディラック・
ソボレフ不等式が成立しないことを示すの
にワイル・ディラック作用素のゼロ・モード
を用いた。これは雑誌論文○4 の研究で用い
た手法。	
 
	
 
	
 
４．研究成果	
 
（１）ワイル・ディラック作用素のゼロ・モ
ードの無限系列と、この系列と対応関係にあ
る可解代数方程式の無限系列が存在するこ
とを証明した。５次以上の代数方程式は解の
公式がない（ガロアの結果）ので、可解な代
数方程式の無限系列が見つかったことはそ
れ自身興味深いことである。さらに、その系
列が偏微分方程式の解の無限系列に伴なう
ものである点を示したところがこの研究の
意義深いところであると考えている。	
 
	
 
（２）磁場付きディラック作用素が閾値エネ
ルギーを固有値に持つのは稀であること、ま
た閾値エネルギーは共鳴状態を持たないこ
とを示した。この成果は数学的に新しいのみ
ならず、さらに実験物理学の最近の技術的進
展により、本研究の成果に関わる物理理論の
実験的検証が近い将来に可能と期待される



ため、大変興味を持たれている。	
 
	
 
（３）磁場付きディラック作用素が閾値エネ
ルギーを固有値に持つときの固有関数の漸
近挙動を解明した。これは上記（２）と同じ
理由で興味を持たれている成果である。パウ
リ作用素の閾値エネルギーに関する最新の
研究の展望を与えた。	
 
	
 
（４）弱 L^1 空間におけるディラック・ハー
ディー不等式、ディラック・ソボレフ不等式
を証明した。これらの不等式に対する最良定
数の評価も与えた。これらの不等式は想定外
の形をしており、今後徐々に真価が認められ
るものと考えている。L^1 空間において予想
されていた形のディラック・ハーディー不等
式、ディラック・ソボレフ不等式は成立しな
いことも同時に示した。	
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