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研究成果の概要（和文）：ハートリー型波動方程式の初期値問題・散乱問題について研究を行い，時間大域解の存在，
有限時間における解の爆発，散乱作用素の存在，漸近自由にならない解に関する結果を得た．散乱作用素が存在するた
めの，初期値やポテンシャルの減衰度に関するほぼ最良の条件を明らかにした．また，ハートリー型ディラック方程式
，半相対論的ハートリー方程式についても散乱作用素の存在に関する結果を得た．

研究成果の概要（英文）：We studied the Cauchy and scattering problems for the wave equation of Hartree typ
e. We obtained results on the existence of global solutions, blow-up in finite time, the existence of scat
tering operators and no scattering. We showed the existence of scattering operators under almost optimal c
onditions on potentials and initial data in terms of decay. We also proved the existence of scattering ope
rators for the Dirac equation of Hartree type and the semirelativistic Hartree equation. 
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１．研究開始当初の背景 
 
 自然界には複数の素粒子が互いに影響を
及ぼし合いながら運動している現象が見ら
れる．２０世紀前半，イギリスの理論物理学
者ハートリーはハートリー近似と呼ばれる， 
多電子系の波動関数を求める近似法を提案
した．これは多電子原子に対する代表的な 
近似方法の１つである．この方法によると，
波動関数はある非線型シュレディンガー方
程式の解として表される．その非線型項は非
局所的相互作用を記述し，ハートリー項と呼
ばれる．ハートリー項の特徴は合成積があり，
その中にポテンシャルが入っていることで
ある．ハートリーによって生み出された本来
の方程式のポテンシャルはクーロンポテン
シャルであるが，これを冪乗型関数に一般化
した場合についても数学的に研究され，多く
の研究結果が得られてきた．これらはシュレ
ディンガー方程式についてであるので，非相
対論的な場合を扱っているといえる． 
一方，相対論的かつ質量項がない場合を扱

う方程式は波動方程式である．ハートリー型
波動方程式についての研究結果は同じタイ
プのシュレディンガー方程式と比べて非常
に少なく，解決すべき問題は多く残っている．
ハートリー型の相対論的な場合として他に
ディラック方程式も考えられる． 

 
２．研究の目的 
 ポテンシャルが冪乗型であり，合成積の中
の非線型項が冪乗型に一般化された場合を
考える．これを一般化されたハートリー型と
呼ぶことにしよう． 
 本研究の目的は，一般化されたハートリー
型波動方程式，ディラック方程式の時間大域
解および散乱作用素が存在するためのポテ
ンシャル項および初期値についての条件を
明らかにすることである．各方程式について 
詳しく述べる．以下，いずれも初期値は小さ
いと仮定する． 
 
(1) 一般化されたハートリー型波動方程式 
研究代表者は空間３次元において時間大

域解が存在するための初期値の無限遠方で
の減衰度とポテンシャルの冪，非線型項の冪
の間の関係を明らかにしたので，本研究では
解の爆発が起こる条件を突き止める．また，
空間２次元における時間大域解の存在およ
び解の爆発を示す． 
 
(2)一般化されたハートリー型ディラック方
程式 
研究代表者と連携研究者の町原氏は散乱

作用素が存在するためのポテンシャルの冪，
非線型項の冪，空間次元，ソボレフ指数の間
の関係を明らかにした．本研究では散乱作用
素が存在するためのポテンシャルの冪につ
いての条件をさらに弱める． 
 

３．研究の方法 
(1) 波動方程式 
解の爆発を示すには時間局所解の積分評

価および各点評価を用いる．解を下から評価
していくことで爆発条件を求める．また，時
間大域解の存在を示すには自由解の減衰評
価を基にした重み付きノルム評価を用いる． 
 

(2) ディラック方程式 
ディラック方程式に対する通常のストリ

ッカーツ評価式を用いた場合を参考にしな
がら，別のタイプの時空評価式を使って散
乱作用素の存在条件を突き止めていく． 
 
４．研究成果 
 ハートリー型波動方程式と同タイプのデ
ィラック方程式に分けて述べる． 
 
(1) ハートリー型波動方程式 
空間３次元の場合．初期値の無限遠方での減
衰度を k，ポテンシャルの冪を −γ，非線型
項の冪を p とする． 
① ポテンシャルの無限遠方での減衰が速い 
(γ≧1)とき． 
初期値の無限遠方での減衰が速い(k>1)場合．
自由解の減衰評価を基にした重み付きノル
ムによる合成積の評価を最初に求めた．重み
付きノルム法は F. John によって１９７０年
代後半に始められた．合成積評価はγと 2と
の大小関係によって３通りの場合分けをし
なければならない．研究代表者が前に通常型
ハートリーの場合(ｐ= 3)で得た評価式の拡
張にあたる．次にこの合成積評価式を土台と
して，方程式の時間大域解を構成し，さらに
エネルギーノルムの意味で自由解に漸近す
ることも示した．したがって，k > 1 の場合
では時間大域解は自由解に漸近する．通常型
ハートリーの場合(ｐ=3)に限ってみると，γ
＝2 のとき時間大域解存在条件でギャップが
これまであったのだが，その隙間を完全に埋
めることができた． 
 
初期値の無限遠方での減衰が遅い(k≦1)場
合．自由解の減衰評価は k>1 のときと異なる
ので違う重み付きノルムを用いる．合成積評
価を求めた後時間大域解存在を示した．さら
に，p, k,γがある条件をみたすとき散乱作
用素が存在することも証明した．逆に p, k,
γがこの条件をみたさない場合，時間大域解
が必ずしも自由解に漸近しないことを示す
こともできた．ハートリー型でも冪乗型と同
じ現象が起こりうるのである． 
 散乱作用素の存在を示すにあたり，非線型
項が空間二乗可積分にならない場合があり，
これまでになかった重み関数を導入した．ハ
ートリー型の場合，冪乗型と異なり合成積を
まず評価しなければならない．その際，冪乗
型では見られないような評価式が現れる．こ
のような評価式が出てくる場合，従来用いら
れてきた重み関数は必ずしも機能しない．今



回導入した重み関数はその欠点を補ってく
れる．ハートリー型のような非局所項をもっ
た波動方程式ではこの新しい重み付きノル
ムによる手法が有効であると期待される． 
 
② ポテンシャルの減衰が遅い(γ< 1)とき． 
上記の重み付きノルムによる手法によって
初期値問題の解が，ポテンシャルの減衰が
速いときと同じ条件の下で時間大域的に存
在することを示すことができた． 
 
上記①②のいずれの場合においても時間大
域解の存在条件をみたさないとき，解の爆
発が起こることを示した．R. Glassey によ
る積分評価法およびF. John による各点評
価法を用いて示される．この結果から時間
大域解が存在するかどうかの境目である臨
界条件が明らかになった． 
 
空間２次元の場合． 
解の爆発が起こる条件を求めることはでき
た．一方，時間大域解存在の条件はまだ最
良ではなく改善の余地がある． 
 
(2) ディラック方程式 
ソボレフ空間の指数を s，空間次元を n，
非線型項の冪を p とする．空間次元が３次
元以上の場合，研究代表者は連携研究者の
町原氏とともに散乱作用素が存在すること
を示し，n,s,p に関する散乱作用素の存在
条件を明らかにしたが，空間２次元の場合
でも同様の結果が成り立つことを証明した．
特徴としては p>3 のとき，方程式のスケー
ル不変から定まるソボレフ臨界指数を含め
てよい場合があることである．p=3 のとき
は劣臨界ソボレフ指数しか扱えない． 証明
ではストリッカーツ評価とよばれる時空評
価式，および Escobedo-Vega の補間不等
式を用いる． 
  
続いて，散乱作用素が存在するための，ポ
テンシャルの冪についての条件がさらに弱
められないかどうかを研究した．２つのタ
イプのストリッカーツ評価式を使うことに
よって，ポテンシャルの冪についての条件
を弱めることに成功した．特に通常のハー
トリー型(p=3)に対しては，ポテンシャルの
冪の下界を 1/2 下げることができ，また以
前扱えなかった p=3 かつ空間２次元の場合
も含めることができた．また時空評価式の
一方の代わりにある減衰評価を用いると証
明の一部は簡易化され，初期値の滑らかさ
の仮定も弱まることが判明した．ただ，空
間１次元については，この滑らかさの仮定
を弱めるためには非線型項に関してある条
件が必要となる． 
 
半相対論的ハートリー方程式について． 
これまでに知られている時間大域解存在の
結果ではポテンシャルの冪の条件にギャッ

プがあった．ディラック方程式における上
述の方法を適用すると，このギャップは一
部埋まることが明らかになった．空間４次
元以上では完全にギャップが埋まる．３次
元では臨界値を除いて埋まる． 
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