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研究成果の概要（和文）： 古典的な楕円関数を用いて，微分方程式のすべての解の表示式 
を求め，それをもとに大域的分岐構造を凝縮した超越方程式を導き詳しく解析するという，全
く独自の手法を深化させ適用範囲を拡げることができた．特に，cross-diffusion 方程式につ
いては，１次元の場合に超越方程式の巧みな解析法を発見し解の全体構造の数学的証明が可能
となった．さらにこの知見をもとに，解の安定性について高次元も含めて解決の端緒を得た．
また，面積制約条件付平面弾性曲線の曲率の爆発現象を明らかにできこれにより解の全体像が
完全に分かった．  
 
研究成果の概要（英文）： We have been developed the original method for differential 
equations. We obtain all exact solutions and derive transcendental equations equivalent 
to the global bifurcation structure of the given differential equations. We have 
developed this method and applied it various problems. Especially, as for a 
cross-diffusion equation in 1 dimensional case, we have discovered various devises to 
analyze transcendental equations, and obtained the method to show the global bifurcation 
structure. Furthermore, we have started to investigate the stability of stationary 
solutions including multidimensional case. We have also reveal the blowup phenomena of 
curvature for plane elastic closed curves and the global structure of all curves. 
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１． 研究開始当初の背景 
従来，解の存在のための十分条件を求める
とか，局所的な解の分岐構造に対しては多く
の研究がなされてきた．しかしながら，解の

大域的な分岐構造を完全に解明することは，
一般的には，極めて困難な問題であり，ごく
僅かの古典的な例が知られているだけであ
った． 
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数年前より我々は,現代的な微分方程式の
手法だけでは取り扱いが困難であった，重要
で典型的な微分方程式の解の表示公式と大
域的分岐構造についての研究を開始し成果
を挙げている． 
我々の研究の特徴は，最先端の数式処理ソ
フトで試行錯誤を行い，古典的な楕円関数を
用いた解の表示式を求め，さらにそれをもと
に大域的分岐構造を凝縮した超越方程式を
導き，それを詳しく解析するという，全く独
自の手法を開発し発展させていることであ
る．超越方程式は，完全楕円積分およびそれ
らの合成関数からなり，その解析に問題ごと
に新たな工夫を必要とする． 
同時にこの方法は，特異摂動問題のように

方程式に含まれるパラメータが零に近づく
ときの分岐解の極限形状についても，従来の
方法では全くとらえることのできない形状
を精密にとらえることにも威力を発揮する．
これは，超越方程式の解の極限形を調べるこ
とに対応する． 
 
２． 研究の目的 
我々独自の方法をさらに深化させ同時に
適用範囲を拡げていくことである． 
 
３． 研究の方法 
具体的には，以下の問題に焦点をあてて研
究をすすめる． 
・反応拡散方程式の研究において典型的かつ
重要な非線形項に対する，線形化固有値問
題の固有値・固有関数の具体的な表示式を
求めること．さらに拡散係数が零に近づい
たときの，固有値の漸近公式，固有関数の
極限形状の表示式を得る. 

・数理生態学にあらわれる cross-diffusion
方程式の極限方程式の定常解の大域的構
造の完全解明．さらに，拡散係数が零に近
づいたときの，線形化固有値問題の極限形
状を求める， 

・３種よりなる反応拡散方程式を，２種より
なる cross-diffusion方程式で近似できる，
ことが知られている．そのことを用い，３
種 反 応 拡 散 方 程 式 の 構 造 を ２ 種
cross-diffusion 方程式の大域的構造を用
いて理解する． 

・長さ・面積を与えた，平面閉弾性曲線の極
限形状の解明を行う． 

・非局所項をもつ Gierer-Meinhart 系の大
域的分岐構造と極限形状を解明する． 

 
４． 研究成果 
上記の研究目的・方法に於いて述べたこと
に対応させながら，得られた研究成果を説明
していく． 
・反応拡散方程式の線形化固有値問題の固有
値・固有関数については，非線形項を 

Allen-Cahn 型 f(u)=u-u3 に選んだ場合を
念頭において，f(u)=sin u の場合と比較
しながら研究をすすめた．意外なことに， 
 Allen-Cahn 型の方が複雑な性質をもって
いることが判明した．このことは，講演発
表に挙げてある，ドイツや台湾の国際研究
集会の中で報告してきた．さらに，双安定
な非線形項にどれだけ共通したものなの
かを詳しく調べて，近いうちに論文として
発表の予定である． 
・cross-diffusion 方程式については研究成
果を 2011 年に華東師範大学 PDE センター
で開催された国際会議 Workshop  on 
Nonlinear Parabolic/Elliptic Equations 
with Emphasis on Mathematical Spatial 
Ecology において連続講演（90 分×４回）
を行った．１次元の場合に超越方程式の巧
みな解析法を発見し解の全体構造の数学
的証明が可能となったことを根本から解
説したものである．この研究集会の前後に
Wei-Ming Ni 教授（ミネソタ大学・華東師
範大学），Yuan Lou 教授（オハイオ州立大
学）と共同研究を行い，高次元の場合
も含めた定常解の安定性の問題に関
する解決の端緒を得た． 

・３種よりなる反応拡散方程式を，２種より
なる cross-diffusion 方程式で近似し，そ
のことを用い３種反応拡散方程式を理解
することについては，cross-diffusion 方
程式の構造がようやくわかってきたので， 
 高次元の場合について考察をすすめてい
る．問題の焦点が定まってきている状況で
今後の問題として残った． 

・長さ・面積を与えた，平面閉弾性曲線の極
限形状については，爆発現象を完全に明ら
かにする方法を発見した．完全楕円積分の
合成関数の極限値を正確に求めることが
できずにいたがその解決法を見つけるこ
とができたからである．さらに，従来，大
域的解構造でおぼろげにしかわかってい
なかった部分も，爆発現象の理解を利用し
て鮮明にわかるようになり，大域的解構造
も完全にわかった．膨大な計算を必要とす
るので，計算を再チェックしながら論文を
作成しているところである．この研究は分
担者松本和一郎との共同研究によるもの
である． 

・Gierer-Meinhart 系については，生産項を
もつ 1 次元 Gierer-Meinhart 方程式系の
定常解の大域的分岐構造を明らかにする
ことができることがわかった．これまで解
析不可能と思われていたすべての解が楕
円関数を用いて表示できること発見した
からである．この結果は，2010 年にドイ
ツ・ドレスデンで開催された第８回 AIMS
国際会議におけて発表し,具体的な計算を
書いたものを 2011 年に論文として発表し



 

 

た．これにより解の大域的構造が完全に分
かる道筋ができたので，現在，構造を決定
する超越方程式の解析をおこなっている
ところである． 
なお，ここ数年間で発見した，非線形微分 
方程式の解の全体構造を解析する我々独自
の方法の本質を，分野外の研究者や一般の
方々にも分かってもらい利用いただけるよ
うに，2011 年 4 月～2012 年 4 月の全 12 回, 
数学雑誌「数学セミナー」にて「楕円関数と
友達になろう ―微分方程式の解の全体像を
求めて―」の連載を行った． 
さらに，2012 年度日本数学年会において，

分野を超えた研究の促進および大学院生の
テーマ提供等のための企画特別講演として，
ここ数年間で発見した解の全体構造を解析
する新しい手法について講演を行った．特に，
面積の制約条件の付き平面閉弾性閉曲線の
変分問題と cross-diffusion 方程式を例に
とって本質が直観的にわかるように講演し
た．講演ビデオと講演資料を公開している． 
以下、森田善久・二宮広和の研究成果につ

いて簡単に述べる． 
森田は質量保存を満たす反応拡散方程式

の非定数定常解の安定性と分岐現象につい
て詳しく調べた． 
二宮は３種よりなる反応拡散方程式系を

cross-diffusion 方程式で近似できることを
明らかにしている．反応拡散近似を扱う際，
反応極限集合が重要な役割を果たすことを
指摘し，その次元が 2次元のときにどのよう
な極限になるかを調べた． 
これは将来 cross-diffusion 方程式の定

常解の講造・安定性の解明と密接な関連をも
つことが期待される． 
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