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研究成果の概要（和文）：波数比１：２の定常モード間共鳴相互作用が形成する時空間パターン

を，正六角形格子上で調べた．変形されたスウィフト・ホーヘンバーグ方程式と熱対流を記述

する流体方程式を対象に，弱非線形理論を適用することによって複素６次元の振幅方程式を導

出し，定常解の分岐特性を解析した．さらに，ヘテロクリニックサイクル等の非定常解の詳細

について調べ，線形作用素の非自己随伴性が強くなると２次元ヘテロクリニック軌道は不安定

化されることを見出した． 
 
研究成果の概要（英文）：Spatio-temporal pattern formation due to resonant mode interaction between 
steady modes having wavenumbers in the ratio 1:2 was investigated on a hexagonal lattice. 
Six-dimensional amplitude equations were derived on the weakly nonlinear basis and were analyzed on 
the bifurcation of their solutions. Based on amplitude equations derived from modified Swift-Hohenberg 
equation and those derived from governing equations for thermal convections, bifurcation characteristics 
of steady solutions were clarified. Details of unsteady solutions including heteroclinic cycles were 
investigated. It was found that heteroclinic orbit in two-dimensional invariant subspace was destabilized 
when non-self-adjointness of the operators involved in the linearized PDEs is getting significant. 
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１．研究開始当初の背景 
 ブシネスク近似のもとでの上下対称な熱
対流系では，正六角形格子上で対流の振幅に
対して導かれた３次の非線形項を含むノー
マルフォームは，正六角形と正三角形の区別
と，それらの安定性の評価ができず，５次の

非線形項を含めることによってはじめて解
決されることが 1980 年代の同変分岐理論
を用いた研究によって指摘された．研究代表
者は，中心多様体定理の方法を用いて５次の
振幅方程式の導出を行い，この問題に決着を
つけたと同時に，実験的に観察され，数値解



 

 

析によって確認された「再入（リエントラン
ト）正六角形」と呼ばれる臨界条件から遠く
離れたパラメター領域での正六角形パター
ンの存在に対する必要条件を求めた． 
 格子上での共鳴相互作用に関しては，最も
強い相互作用である２次の共鳴が格子の上
で吟味されている．正方形格子上では波数比 
1:√2 の共鳴が調べられた結果，複雑なヘテ
ロクリニックサイクルの存在が明らかにな
った．正六角形格子の場合には波数比 1:√3 
共鳴と 1:2 共鳴が重要であるが，前者につい
ては減衰項をもつ蔵本・シバシンスキー方程
式に対して部分的な解析が行われたに過ぎ
ず，後者については研究代表者によるものが
唯一である． 
 
２．研究の目的 
 レイリー・ベナール対流におけるパターン
形成問題は百年以上にもわたる非常に長い
研究の歴史をもち，理論，実験，数値解析の
いずれの面からも深い理解が得られている
のは周知の事実である．とはいえ，対流発生
直後の弱非線形領域においてさえ，未解決な
問題が数多く残されているのが実情である．
今世紀に入って，２次元空間内でのレイリ
ー・ベナール問題に対する数値解析によって，
O(2) 対称性のもとでの波数比 1:2 の共鳴相
互作用が詳細に検討された．その結果，1:2 共
鳴を記述するノーマルフォームの解として
知られる２つの定常解，伝播波解，変調波解，
構造安定なヘテロクリニック軌道などが非
線形偏微分方程式の解として数値的に再現
された． 
 本研究では，(1)これらの解が３次元空間に
おいてもロバストに存在するのかという問
いに対して解答を下す．これが本研究計画の
第１の目的である．(2)３次元空間内では 1:2 
共鳴によりどのような時空間パターンが安
定に生成されるのかを，①弱非線形理論と②
高次元力学系の数値解析を通して明らかに
する．これが第２の目的である． 
 
３．研究の方法 
(1) O(2)対称性の下での解が正六角形格子上
でもロバストに存在するかについて調べる
ため， 研究代表者がすでに導いていた２層
レイリー・ベナール問題に対する振幅方程式
を用いて，分岐解析並びに２次元ヘテロクリ
ニック軌道のロバスト性についての議論を
行った．なお，振幅方程式のもつ不動点の解
析並びに周期解の解析には，オイラー・ニュ
ートン弧長接続法を用い，また，分岐解析ソ
フト XPPAUT も併用した．非定常解の遷移
については，振幅方程式を直接数値積分して
調べた．(2) ３次元空間内では 1:2 共鳴によ
りどのような時空間パターンが安定に生成
されるのかを調べるため，非線形偏微分方程

式の典型例として，レイリー・ベナール問題
から 3 次の非線形項をもつ振幅方程式を，ま
た，変形されたスウィフト・ホーヘンバーグ
方程式からは５次の非線形項をもつ方程式
を導出した．振幅方程式がどのような項を含
むかをあらかじめ見積もる目的と，振幅方程
式の持つ定常解の安定性を評価するために，
同変分岐理論を用いた．振幅方程式を非線形
偏微分方程式から具体的に導出するための
弱非線形解析として，本研究では中心多様体
定理に基づく方法を用いた．方程式に含まれ
る係数の決定に用いた数値解析では空間離
散化はチェビシェフ多項式展開によった．  
 
４．研究成果 
(1) ２層レイリー・ベナール問題における 1:2 
共鳴に対して，既に研究代表者は振幅方程式
を導出し，単純な定常解の分岐図を求め，ま
た，予備的な検討の結果，複素２次元不変部
分空間に閉じ込められたヘテロクリニック
軌道が４次元不変部分空間におけるヘテロ
クリニックサイクルに対して不安定になり
得ることを見出していた．第１の課題として，
その際に用いた振幅方程式を元に構造安定
な２次元ヘテロクリニック軌道から４次元
ヘテロクリニックサイクルが得られる機構
を探るため，詳細な解析を行った．1:2 共鳴
の振幅方程式は正六角形格子上で次の形を
もつ： 
 

 
 
 
 

 
ただし，流れに加えられた撹乱を 
 

 
 

 
の形に仮定した．  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
図１．２層レイリー・ベナール問題（上層に
水，下層にプラントル数 150 のシリコンオイ
ルを満たす）における 1:2 共鳴による分岐図．
黒線は定常解，カラー線は振動解． 



 

 

この方程式がもつ，複素６次元空間における
固定点部分空間の次元が２以下の解分枝と
単純な周期解を図１に示す．図中 φ/π は波
数 k と 2k のモードの増幅率をσ1，σ2 とす
るとき，σ1=cos φ，σ2

 

=sin φ の関係を満た
す．次に４次元不変部分空間に限定して，
XPPAUT を用いて求めた詳細な分岐図を図
２に示す． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
図２．４次元不変部分空間における分岐図．
青線：定常解，緑線：振動解，赤線：安定 
． 
 さて，２層レイリー・ベナール問題を記述
する流体方程式を熱伝導解の周りで線形化
すると，自己随伴な線形作用素が得られる．
その場合は，振幅方程式の中で，z1, z2 ,z3 間
および z4, z5, z6

 

 間の２次のカップリングが
存在しないため，上述の３次の振幅方程式は
生成的でない．そこで縮退を解くために自己
随伴性からのずれ，すなわち，流体密度が温
度の弱い２次関数であると仮定したときの，
２次の項の強さを開折パラメターとした．開
折パラメターが０である場合，２次元不変部
分空間に閉じ込められたヘテロクリニック
軌道（AGH サイクル）は構造安定であること
が知られている．この軌道は空間１次元方向
に波数ベクトルを持つ 1:2 共鳴における異
符号の単純解（ロール解）を繋ぐものである． 

 
 
 
 
 
 
 
 
図３．２次元不変部分空間上の AGH サイク
ル．R は O(2) 下での 1:2 共鳴における単純
解（正六角形格子上での単純ロール）． 
 
 正六角形格子上では z1, z2 ,z3 間ならびに 
z4, z5, z6 間の相互作用が重要であるが，開折
パラメターが十分小さい場合は，そのカップ
リングは弱く，絶対値を通して３次のオーダ
ーで行われる．これに対して，z1, z4 間，z2, z5 

間，およびz3, z6

 

 間では２次の位相を通して
のカップリングが存在し，これが支配的であ
る．そのため，O(2)対称下で存在する 1:2 共
鳴に特徴的な AGH サイクルが安定に得ら
れた．（図３） 

 z1, z2 ,z3 および z4, z5, z6 間と z1, z4 間，
z2, z5 間および z3, z6

 

 間でのカップリングが
同程度になるような値を開折パラメターが
とる場合には，研究代表者が予備解析で見出
していた複素４次元不変部分空間に閉じ込
められたヘテロクリニックサイクルが安定
に存在可能になる．このサイクルを詳細に調
べた結果，２次元の AGH サイクルを構成す
る異符号の単純ロール解に加え，位相がラン
ダムに変化する単純モードとしての正六角
形を内包しており，その時間発展の様子は３
次元空間内では図４のとおりであることが
分かった． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図４．４次元不変部分空間におけるヘテロク
リニックサイクル．R は単純なロール解，H 
は単純な正六角形解． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
図５．２次元不変部分空間上の AGH サイク
ルから３次元空間におけるカオス解への遷
移．矢印は開折パラメターの増加の向きを示
す．上段右と中段左は４次元空間，中段右は
６次元空間，下段は３次元空間内の解． 



 

 

 開折パラメターが O(1) になると， z1, z2 
,z3 間ならびに z4, z5, z6 間のカップリング
が強くなり，z1, z4 間，z2, z5 間，およびz3, z6 
間のカップリングに打ち勝つ．その結果，４
次元部分空間に閉じ込められたヘテロクリ
ニックサイクルは不安定化して６次元空間
における周期解，カオス解を経て，複素３次
元の不変部分空間に閉じ込められた単純モ
ードとしての正六角形や，絶対値が等しい値
をもつz4, z5, z6 から成るカオス解が安定な
解として得られることが分かった．なお，
u4=u5=u6

 

 を満たす複素３次元不変部分空間
におけるカオス解の存在は，本研究ではじめ
て見出されたものである． 

(2) 水平面内に無限に広がる熱対流問題のよ
うに，水平面内で等方な系では，波数ベクト
ルの大きさは臨界波数として決まるがその
方向は決まらない．したがって，波数平面上
では臨界波数を半径とする臨界円の上に無
限大の重複度をもつ縮退が生じる．本研究で
は，第２の課題として，非線形偏微分方程式
の解を，正六角形格子上にその波数ベクトル
を制限することにより，重複度無限大の縮退
を解き，有限次元の力学系へ次元の低減を行
った． 
 通常のスウィフト・ホーヘンバーグ方程式
の場合には，1:2 共鳴は臨界モード間ではな
く中立モード間で発生可能である．しかし，
中立曲線上に波数比が 1:2 となる共鳴点を
選ぶと，√3 の波数を持つ撹乱は増幅モード
であるため，√3 のモードを安定多様体上の
モードとして取り扱うことができないこと
が明らかになった．その際には，中心不安定
多様体を含めた解析によって９次元の複素
空間における力学系を導く必要がある．そこ
で，本研究では，スウィフト・ホーヘンバー
グ方程式に含まれる線形項を変形し分散関
係式 σ=σ(k) が 1:2 共鳴条件を臨界点の間で
満たすようにした： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図６．変形されたスウィフト・ホーヘンバー
グ方程式の線形分散関係．σは増幅率． 
 
その結果，1:2 共鳴の振幅方程式を通常の中

心多様体低減の手続きに従って導くことが
可能になったが，このままでは，レイリー・
ベナール問題における上下反転に相当する 
Z2 対称性のために，偶数次の項を内包する
ことができず，３次の振幅方程式は生成的で
はない．そこで，５次まで近似を進めて生成
的な方程式を導いた．図７は典型的な分岐図
である．図から明らかなように，-0.5π≤φ≤1 
のほぼすべての領域で安定な定常解が存在
する．そのため，振幅方程式の数値積分の結
果からは，ヘテロクリニック軌道のみならず，
安定な周期解の存在をも確認することがで
きなかった．また，変形されたスウィフト・
ホーヘンバーグ方程式に含まれる３次の非
線形項に弱い２次の項を付加することによ
って Z2

 

 対称性に伴う縮退を解き，周期解や
ヘテロクリニック軌道などの存在を探った
が，その存在も確認できなかった． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図７．５次の非線形項をもつ変形されたスウ
ィフト・ホーヘンバーグ方程式の定常解．固
定点部分空間の次元 ≤ 2．黒線：安定．図中 S 
は小さなサイズ，L は大きなサイズの単純解，
M は混合解を意味する． 
 
 レイリー・ベナール問題でも，臨界モード
間ではなく中立モード間で 1:2 共鳴は発生
可能である．上下が固体壁で境されたレイリ
ー・ベナール問題に対しては，ブシネスク近
似の下で上下反転による鏡映対称性，すなわ
ち Z2

 

 対称性が存在する．1:2 の共鳴モード
は偶関数，√3 のモードは減衰率の大きな奇
関数であるため，スウィフト・ホーヘンバー
グ方程式のような困難は生じない．ただ，こ
こでも３次の振幅方程式は生成的ではない．
しかし，５次の方程式には３次の方程式の右
辺に 60 項もの項が付加されなければなら
ず，その係数の数値的評価は困難を極める．
そのため，ここでは３次で振幅方程式の導出
を打ち切り，方程式に含まれる係数値を数値
解析によって決定した． 

 さて，レイリー・ベナール問題における再
入正六角形の存在は，５次の振幅方程式によ
って記述可能であることを研究代表者は先
に明らかにしたが，その存在領域は 1:2 共鳴
点の近傍にまで及ぶことが，実験と数値解析



 

 

の結果指摘されていた．したがって，そのよ
うな場所では，1:2 共鳴の解析を行って，は
たして波数１に相当する正六角形が再入正
六角形として安定に得られるかを明らかに
する必要がある．今回の解析結果によると，
単純モードとしての正六角形は不安定であ
るが，混合モードとしての正六角形が再入モ
ードとして安定に存在できることが分かっ
た．ここで，混合モードとしての正六角形と
は，共鳴する２つの波数をもつ正六角形の重
ね合わせによって形成される空間パターン
を意味し，図１や図７においてすでに MH 
とラベル付けしていたものである．これによ
って，再入正六角形は 1:2 共鳴点近傍におい
ても，振幅方程式で予測可能であることが明
らかになった． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
図８．レイリー・ベナール問題における 1:2 
共鳴による定常解．作動流体は水．mH：混
合正六角形．mH 上の赤線部：安定な再入正
六角形に相当． 
 
 なお，O(2) 対称性下での Hopf モードによ
る 1:2 共鳴に関する弱非線形理論について
は，従来ほとんど研究が行われていない．そ
こで，O(2)×S1

 

 下での Hopf モードによる 
1:2 共鳴の同変ベクトル場が生成するノーマ
ルフォームの一般形を同変分岐理論にもと
づいて決定し，３次の振幅方程式の形を求め
た．さらに，中心多様体低減によって，形式
的にその方程式を導出した．この解析は，将
来的にHopf モード間 1:2 共鳴をO(2) 上か
ら正六角形格子上に拡張する目的で遂行し
たものである． 
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