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研究成果の概要（和文）：ペタスケールシミュレーションに向けた線形ソルバのために、大規模

問題を含む悪条件問題に対する対応技術、高い並列性能を実現する並列化技術に関する研究を

行った。悪条件問題に対する処置として、陰的マルチグリッド法や EEC／IEC 法と呼ばれる誤差

修正法を活用し、多様なマルチグリッドソルバを簡便に構築する技術の開発や具体的な応用分

野（計算電磁気学）における収束性の改善法を提案した。また、開発した並列化線形ソルバの

性能評価試験として、大規模高周波電磁場解析において生ずる 8億自由度の問題を 1024 コアに

より 250 秒以内で求解することに成功した。 
 
研究成果の概要（英文）：The research work for a linear solver for peta-scale simulation has 
been conducted. A technique to improve convergence for ill-conditioned problems including 
very large-scale problems and a parallelization technique getting high parallel speedups in 
the solver have been investigated. An implicit correction multigrid method and EEC/IEC 
methods were efficiently utilized to deal with the ill-conditioned problem. I and my 
co-workers have developed a technique which makes it easy to develop various multilevel 
solvers, and also proposed a convergence acceleration technique in a practical simulation 
area (computational electromagnetism).  In a performance evaluation test for developed 
solvers, we successfully solved an about 800 million DOF problem by 1024 processor cores 
in less than 250 s. 
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１．研究開始当初の背景 

数値シミュレーションは産官学の全ての
分野において、重要な役割を果たすようにな
ってきており、特に学術・産業応用分野では

新たな学問的発見やイノベーション創出、ま
た高い競争力を維持する為に、高精度かつ高
速なシミュレーションを可能とする技術が
求められていた。これらの高性能なシミュレ
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ーションを実現するために、以下の二つの技
術要素がある。即ち、シミュレーションを行
う計算機を効率的に活用するための計算機
工学技術とシミュレーションに用いる解法
等の解析技術である。以下に、これらの技術
に関する研究開始当初の動向について述べ
る。 

まず、計算環境に関する動向では、既に単
体のプロセッサの動作周波数の向上は頭打
ちとなり、パーソナルコンピュータにおいて
もマルチコアプロセッサが使用される状況
となっていた。即ち、ほぼ全てのシミュレー
ションが並列計算環境で行われる時代が到
来しつつあった。一方、これらの計算機を結
合するネットワーク技術については継続的
に進展がみられ、例えば 2008 年に京都大学
に導入された T2Kオープンスーパーコンピュ
ータでは、InfiniBand を利用して、ノードあ
たり 8GB/sのバンド幅とフルバイセクション
バンド幅を実現する高性能な計算ノード結
合網が実現されていた。即ち、多くの研究者、
技術者にとって、比較的安価に複数の計算ノ
ードから構成される分散並列計算環境を利
用可能な状況となりつつあった。また、スー
パーコンピュータに代表されるハイエンド
なシミュレーション基盤としては、国内にお
いて 10PFlops の演算性能を持つ次世代スー
パーコンピュータ（「京」）の開発計画が推進
され、アメリカでは 2008 年 11 月の Top500
リストにおいて 2台のペタフロップス級シス
テムが既に登場し、ペタフロップス級の計算
機が国内外で次々に開発されつつある状況
にあった。これらのペタフロップス級スーパ
ーコンピュータは例外なく大規模な並列計
算機であり、10 万個以上のコアを備えるシス
テムが利用される状況が生じつつあった。 

以上の計算機に関する技術動向から、研究
開始時のシミュレーションでは、あらゆる規
模の解析において逐次計算よりも並列計算
環境で有効な解析手法、アルゴリズム、実装
技術が求められ、特にペタフロップス級の計
算機を活用する大規模シミュレーション（ペ
タスケールシミュレーション）では、10万以
上の並列度を効果的に活用する技術が求め
られる状況にあった。 

次に、解析手法に関する技術動向について
述べる。本研究では、シミュレーションにお
ける基盤技術として、大規模な連立一次方程
式の求解法（線形ソルバ）を対象とした研究
を行う。これは、数値シミュレーションの多
くは物理的な現象を扱っており、この場合、
現象を記述する基礎方程式（多くの場合、偏
微分方程式で与えられる）は、有限要素法や
有限差分法といった離散化手法により、大規
模な連立一次方程式に帰着するためである。
本連立一次方程式の求解は、多くの場合シミ
ュレーション全体の計算時間の大部分を占

め、90％以上に至ることも珍しくない。そこ
で、これらの連立一次方程式を効率的に解く
高性能な線形ソルバはあらゆる規模のシミ
ュレーションにおいて常に求められている
ものである。 
上記の状況下で、研究開始時点においては、

計算機に関する技術動向も踏まえて以下の
ような線形ソルバ、特に計算時間とメモリ使
用量の点で有利な反復型ソルバが求められ
ていた。即ち、高い並列性能を有し、大規模
問題においても高い収束性を維持する線形
反復ソルバである。また、その他にも、線形
反復ソルバに常に求められる要求として、悪
条件な問題に対して良好な収束性を維持す
る手法に対する要求があった。 
 
２．研究の目的 
 前節で述べた研究背景の下、様々な数値シ
ミュレーションにおいてペタフロップス級
の計算環境を効率的に活用するための線形
ソルバに関する研究・開発を行う。より具体
的に、以下の二つの要件を備えた線形ソルバ
に関する研究を行う。[要求要件 1] 対象と
する問題の自由度（サイズともいう）を nと
した場合、O(n)の計算量で求解できること
（これは事実上問題サイズに依存しない収
束性をもつ反復法であることを意味する）。 
[要求要件 2] 高並列計算環境において高い
スケーラビリティを実現できること。本研究
ではこれらの二つの要求要件を満たす線形
ソルバの研究開発を目的とする。 
 
３．研究の方法 
 前節で述べた要求要件を備える線形ソル
バに必要な諸技術に関する研究を行った。具
体的な研究方法を以下に述べる。 
(1) 本研究では、研究目的の要求要件 1に対
応し、線形反復法の悪条件問題に対する収束
性改善に関する研究を行う。これは、問題サ
イズの増加に伴う問題の悪条件化への対応
を含む。仮に問題サイズの増加に対して、固
定回の反復回数で問題を解くことができれ
ば、一反復あたりの計算量は疎行列を係数と
する問題では問題サイズに比例するため、
O(n)の計算量で求解が可能となることにな
る。 
 問題サイズの増加に対する係数行列の条
件数悪化の対処法として優れたものとして、
マルチグリッド法が知られている。マルチグ
リッド法は問題が定義されたグリッド（メッ
シュ、格子）に対してそれよりも粗いグリッ
ドを用意し、グリッド間を推移しながら近似
解の更新を効率的に行う手法である。マルチ
グリッド法には差分法等の幾何的な格子情
報を利用する幾何マルチグリッド法と与え
られた連立一次方程式の係数行列から抽出
した未知変数間の依存関係から粗い格子に



 

 

相当する情報を生成する代数マルチグリッ
ド法がある。例えば、ポアソン方程式の差分
解析において幾何マルチグリッド法を利用
した場合、問題サイズの増加に対して固定回
のサイクル数で求解が可能であることが知
られており、O(n)の計算量での求解が実現で
きる。このような背景から、特に問題サイズ
の増加に対する条件数悪化に対しては、マル
チグリッド法を利用することが極めて有効
である。しかしながら、実応用上の様々な問
題にマルチグリッド法を適用した場合、問題
固有の性質、例えば特殊な境界条件を用いた
場合や有限要素解析においてアスペクト比
の低い要素を使用した場合等において、良好
な収束性や問題サイズに対して不変の収束
性を得られない場合があることが知られて
いる。ペタスケールシミュレーションでは非
常に大規模な連立一次方程式が解かれるこ
とが想定されるため、これを現実的な時間で
解くためにはこれらの悪条件問題に対する
収束性の改善が不可欠である。そこで、本研
究では、以下に詳細を述べる線形反復法にお
ける高速な誤差修正法に基づき、その解決を
図った。 
 本研究では、研究代表者が考案した陽的／
陰的誤差修正法（EEC 法、IEC 法）に基づい
た研究を行う。まず、マルチグリッド法を幅
広い問題に対して良好に機能させる技術と
して、IEC 法の一種である陰的マルチグリッ
ド法を用い、これと既存の線形反復法ライブ
ラリを連携することにより、簡便に多くのマ
ルチグリッド型解法を適用することを可能
とした。 
 また、応用分野における悪条件問題の具体
的な事例として、商用の三相交流で駆動され
た電気モータの非線形有限要素解析を取り
上げ、その高速化について研究を行った。同
解析では、従来定常周期解を得るために多く
のタイムステップを要し、収束までに多大な
計算時間を要していた。このような周期性を
有する時間発展問題は時間周期有限要素法
の定式化によれば、各タイムステップの式を
統合化した拡大連立一次方程式の求解によ
り記述することができる。本方程式に対して、
徳増（東芝）、高橋（同志社大）と協力し、
収束性の遅い低周波数の成分に着目した EEC
法による高速化に取り組んだ。 
(2) 本研究では、研究目的の要求要件 2 に
対応し、高並列計算環境において良好な性能
を有する線形反復ソルバの開発に関する研
究を行った。 
 ① 前項(1)で述べた陰的マルチグリッド
法の定式化で得られる拡大連立一次方程式
の持つ性質について調査し、これを並列ソル
バで解くための技術について研究を行った。 
 ② 一般に線形反復ソルバの性能評価に
おいては、フロリダ大学のマトリックスコレ

クション等の行列データベースを用いる場
合が多い。しかしながら、大規模並列計算環
境を想定した研究開発では、行列データのメ
モリ分散を考慮する必要があり、またそもそ
も非常に大きなサイズのデータが必要とな
るため、これらのデータベースが提供する行
列データは不適当である。そこで、具体的な
応用分野での解析と連携した研究が求めら
れることになる。そこで、本研究では、多く
の数値解析で解かれ、近年のマルチフィジッ
クスシミュレーションではその高速化が求
められている 3次元ポアソン方程式の差分解
析と EMC問題を対象とした高周波電磁場有限
要素解析を対象とし、これらの解析において
生ずる連立一次方程式の求解法について研
究を行った。いずれの場合においても、大規
模問題での収束性に優れるマルチグリッド
法を利用し、SMP クラスタ型の計算機を対象
として、MPI によるプロセス並列と OpenMP に
よるスレッド並列を併用するハイブリッド
並列処理による高速化を行った。 
 
４．研究成果 
(1) 一般の疎行列を対象とした連立一次方
程式に対して、代数マルチグリッド法に基づ
いて本方程式を陰的マルチグリッド化し、拡
大連立一次方程式を得るプログラムを開発
した。係数行列の入力には、標準の疎行列デ
ータフォーマットである CRS 形式を用い、同
形式の拡大係数行列と拡大右辺ベクトルを
出力する。得られた拡大連立一次方程式には
各種の線形反復法ライブラリの任意のルー
チンを適用可能で、このことにより多様なマ
ルチグリッド解法プログラムを簡便に生成、
適用することが可能となった。 
また、拡大連立一次方程式は非正則な係数

行列を有するため、不完全分解系の前処理付
き反復法については一般のライブラリルー
チンをそのまま適用することができないこ
とが判明した。そこで、シフト処理を伴う不
完全 LU 分解前処理の並列化ルーチンを開発
し、これらの解法を拡大連立一次方程式に適
用可能とした。 
(2) 陰的マルチグリッド法の定式化により
得られる拡大連立一次方程式の性質に関し
て調査を行った。その結果、同方程式に前処
理付き反復法を適用する場合、係数行列の非
対角成分が収束性に与える影響が相対的に
小さく、これらの項を無視する加法シュワル
ツ型前処理で十分であることが判明した。同
様の知見は東京大学の研究グループからも
報告されている(塚本昌也，中島研吾，杉原
正顯，「局所的な不完全コレスキー分解前処
理を用いた陰的マルチグリッド法」，
HPCS2011)。本知見に基づいた場合、大規模
問題では、非対角成分に多くの非ゼロ要素を
持つ可能性がある拡大方程式をそのまま解



 

 

くよりも、従来のマルチグリッド法の定式化
を用いる実装法が有利であるといえる。そこ
で、大規模問題では上記(1)で述べた手順に
より、最も性能のよい（加法シュワルツ型の）
解法を見出し、これを通常のマルチグリッド
法と同様の実装法によって実現することで
高性能なソルバを得られることが分かった。 
(3) 大規模な 3 次元ポアソン方程式の差分
解析を対象とした幾何マルチグリッド法の
並列処理に関する研究を行った。収束性に優
れるが、逐次性を有するガウス＝ザイデルス
ムーザに対して、ブロック化赤－黒順序付け
法を適用し、既存の標準解法である赤－黒順
序付け法に基づいた並列化スムーザと比べ
て良好な性能を実現した。さらに、マルチグ
リッドサイクルのキャッシュブロッキング
手法を考案し、最終的に改良型ブロック化赤
－黒ガウス＝ザイデルスムーザと呼ぶ、乗法
シュワルツ型の並列化スムーザを提案した。
京都大学学術情報メディアセンターの T2Kオ
ープンスーパーコンピュータを利用した数
値実験により、スレッド並列処理の場合で既
存解法（赤－黒順序付けガウス＝ザイデルス
ムーザ）と比べて、2.22 倍の性能向上を実現
し、プロセス並列（216 コア使用）時におい
て同比 1.8 倍の性能向上を実現した。本成果
に関する発表論文は、2012 年ハイパフォーマ
ンスコンピューティングと計算科学シンポ
ジウム（HPCS2012）において最優秀論文賞を
受賞した。 
(4)  大規模高周波電磁場有限要素解析を
SMP クラスタ型のスーパーコンピュータ上で
効率的に実行するための並列化線形ソルバ
を開発した。大規模問題への対応のために幾
何マルチグリッド法を用い、電磁場解析に特
有の離散回転演算子のゼロ空間に対応する
誤差成分への対処として、乗法シュワルツス
ムーザの一種である AFWスムーザを使用した。
分散メモリ環境への対応には標準的な領域
分割アプローチを採用した。本解析における
最大の技術課題は AFWスムーザの並列化にあ
るが、これをスレッド並列処理、プロセス並
列処理の各階層において異なる並列オーダ
リング法を適用するハイブリッド並列オー
ダリング法を提案することにより解決した。
なお、スレッド並列処理の階層にはブロック
化多色順序付け法を応用した。本解析を前述
の T2K オープンスーパーコンピュータ 64 ノ
ード（1024 コア）上で実行し、約 8億自由度
の問題を 250秒以内で求解する高い並列実行
性能を実現した。 
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