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研究成果の概要（和文）：離散群がカップリングに関して剛性をもつという性質を定式化し、剛

性をもつ二つの離散群の融合積がいつ剛性をもつかという問題を解決した。その結果、剛性を

もつ新たな離散群を構成し、この群が軌道同型に関して剛性を満たすことを示した。曲面の写

像類群の特別な部分群である、トレリ群、ジョンソン核、曲面組みひも群の通約群を計算し、

特に、これらの群の任意の自己同型を記述することに成功した。 
 
研究成果の概要（英文）：We introduced coupling rigidity for a discrete countable group, 
and solved the problem when the amalgamated free product of two discrete countable groups 
having rigidity has rigidity. As its consequence, we constructed new groups having 
rigidity, and showed that those groups satisfy rigidity in a sense of orbit equivalence. 
We computed the abstract commensurators of the Torelli group, the Johnson kernel and the 
surface braid group, which are special subgroups of the mapping class group of a surface. 
In particular, we succeeded in describing any automorphism of those groups. 
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１．研究開始当初の背景 
（１）可算離散群による測度空間への作用や
その軌道構造を対象とする軌道同型理論は、
１９５０年代頃から本格的な研究が始めら
れたとされる。そのような軌道構造の同型問
題は付随するフォン・ノイマン環の同型問題
と関連するため、この分野は作用素環論やエ
ルゴード理論の研究者を中心に研究されて
きた。この分野における基本的な問題の一つ

は、どのような二つの群作用が同じ軌道構造
をもつかを調べることである。また、与えら
れた二つの離散群が、軌道同型となるような
作用を持ち得るかどうかという問題もまた
基本的である。近年、幾何学的群論や組み合
わせ群論といった様々な群論における技術
がこのような問題に対して有効であること
が明らかになってきている。 
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（２）与えられた可算離散群に対し、その自
己同型を調べることは基本的である。その理
由は、単に応用があるというだけでなく、自
己同型を調べる過程で注目される性質がそ
の群の本質になり得るという点にある。また、
モストウ剛性がそうであるように、重要な結
果の特殊化が自己同型の計算に帰着する場
合も少なくない。群の本質をこのようにして
捉えることは軌道同型の剛性問題とも密接
に関連するため、与えられた群を軌道同型の
観点から調べる際、その群の自己同型を調べ
ることは肝要である。 
 
２．研究の目的 
（１）一般に、軌道同型は共役よりもずっと
弱く、共役でない二つの作用が軌道同型にな
ることはいくらでもある。過去の研究におい
て、曲面の写像類群が軌道同型の意味で剛性
をもつことを示した。これは、写像類群によ
る作用の軌道構造が共役類の情報を失わな
いということを意味する。このような剛性を
もつ群の例は数少ない。本研究の目的の一つ
は、離散群がどのような状況下で剛性をもち
得るのかを理解することであった。剛性を満
たす群を具体的に構成し、新たに発見するこ
とを目標とした。 
 
（２）曲面の写像類群はトポロジー、幾何学、
群論など多くの分野の研究者が興味をもつ
対象である。モストウ剛性の証明に倣って、
イヴァノフは写像類群の自己同型を計算し
た。さらにもっと強く、写像類群の通約群が
写像類群自身と自然に同型になることを示
した。写像類群は特殊な部分群を含んでおり、
そのどれもが魅力的である。例えば、トレリ
群、ジョンソン核、曲面組みひも群は数多く
の研究者によってその実体が明らかにされ
たが、未知の部分も多い。実際、これらの部
分群の自己同型は、いくつかの場合にすでに
計算されていたが、多くの場合には手つかず
であった。本研究では、これらの自己同型並
びに通約群の計算を通して、未知の部分を明
らかにすることを目標とした。 
 
３．研究の方法 
（１）興味深い性質をもつ群の構成法の一つ
に、二つの群の融合積をうまくとる方法があ
る。融合積はツリーに自然に作用することが
知られており、この作用の幾何学的な性質を
通して融合積を調べることは極めて効果的
である。本研究では、二つの剛性をもつ群を
どのように融合させれば、その結果できる融
合積がまた剛性をもつかという問題に取り
組んだ。そのためには、一般に、群が剛性を
もつという性質を定式化する必要がある。 
 群作用の軌道同型の問題は、カップリング
と呼ばれる空間の問題と同等であることが

知られている。可算離散群 G に対し、G のカ
ップリングとは、直積群 G×G がある性質を
満たして作用するような測度空間である。G
を格子部分群として含むような位相群は G
のカップリングの典型例である。（このよう
な位相群は G の封筒と呼ばれる。）G がうま
く表現されるボレル群 H が存在して、G の任
意のカップリングに対し、それから H へある
性質を満たす写像が存在するとき、G は H に
関して剛的であると定義した。この性質は、
G の任意の封筒から H への準同型が存在す
ることを保証するものであり、軌道同型に関
する剛性を示す上で、重要かつ一般的な視点
を与える。 
 さて、融合積 G の剛性を示すための第一段
階は、G がツリーの自己同型群に関して剛的
であることを示すことである。このことによ
り、G のカップリングの中に小さなカップリ
ングを見つけることができ、G の構成要素と
なる部分群の剛性を適用する舞台が整う。そ
の結果、もし G が通約群に関して剛的な群の
融合積であり、いくつかの代数的な性質が満
たされるならば、G がその通約群に関して剛
的であることが示される。 
 
（２）すでに述べたように、曲面の写像類群
の任意の自己同型は内部共役であり、もっと
強く、写像類群の通約群は写像類群自身と自
然に同型である。この主張は、曲面のカーブ
複体の自己同型を計算することに帰着され
る。より正確には、次の二つのステップを経
る。（あ）写像類群の有限指数部分群の間の
同型写像はカーブ複体の自己同型を誘導す
る。（い）カーブ複体の任意の自己同型は写
像類群の元から誘導される。（あ）と（い）
を合わせると、写像類群の通約群が写像類群
自身と自然に同型になることが示される。 
 一方、写像類群の特殊な部分群（トレリ群、
ジョンソン核、曲面組みひも群）に対応して、
カーブ複体の類似が定義される。例えば、ジ
ョンソン核の場合、曲面上の分離的曲線のイ
ソトピー類を頂点とするような複体が対応
する。（この複体は分離的曲線の複体と呼ば
れる。）この対応は、分離的曲線についての
デーンツイストがジョンソン核の自然な生
成系であるという事実に基づいている。（あ）
に対応して、ジョンソン核の有限指数部分群
の間の同型写像は、分離的曲線の複体の自己
同型を誘導することが示される。（い）に対
応して、分離的曲線の複体の任意の自己同型
は写像類群の元から誘導されることが示さ
れる。この二つを合わせることにより、ジョ
ンソン核の通約群が写像類群と自然に同型
であることが示される。 
 トレリ群と曲面組みひも群の場合も類似
した議論を経ることにより、通約群の計算が
可能である。トレリ群の場合は、分離的曲線



に加えて、切断対と呼ばれる曲線の組に対応
する頂点を考慮しなければならない。なぜな
ら、分離的曲線に関するデーンツイストと切
断対に対応するツイストがトレリ群の自然
な生成系だからである。分離的曲線と切断対
を頂点とする複体（トレリ複体）を定義し、
この自己同型の計算を経て、トレリ群の通約
群が計算される。曲面組みひも群の場合は、
種数０の曲面を切り取るような曲線または
曲線の組を頂点とする複体を考える。これら
の曲線または曲線の組に対応するツイスト
が曲面組みひも群の自然な生成系だからで
ある。以上に挙げた三つの複体の自己同型の
計算は、カーブ複体の自己同型の計算に帰着
する形で行われる。 
 
４．研究成果 
（１）剛性をもつ二つの群をどのように融合
させれば、その結果できる融合積がまた剛性
をもつかを明らかにした。例えば、二つの
SL(n, Z)の極大放物型部分群上の融合積 G が
剛性をもつことを示した。剛性をもつという
ことを正確に述べると、このような融合積に
よる標準確率測度空間への作用で、測度を保
存し、エルゴード的かつ自由なものに対し、
それが他の離散群によるそのような作用と
軌道同型になるならば、その二つの作用は実
は共役になるということを証明した。この性
質をもつ離散群の例は、曲面の写像類群に続
く二例目である。この結果は、剛性をもつ新
たな群の例を生み出したことにとどまらず、
一般にどのような状況があれば剛性を導く
ことができるかを明らかにしたという点で
重大な意義をもつ。 
 加えて、軌道同型に関する剛性だけでなく、
上記の融合積 G の封筒に関する剛性も得ら
れる。つまり、G の任意の封筒は G とコンパ
クト群の半直積の形をしていることが示さ
れる。 
 また、写像類群の融合積に関する剛性につ
いても結果を得ることができた。写像類群の
二つのコピーをある特別な部分群上で融合
させることで得られる融合積を考える。（特
別な部分群の例は、擬アノソフ元の正規化群
である。）この融合積の確率測度空間への作
用で、特別な部分群の作用が混合的になるよ
うなものは上記の剛性を満たすことを示し
た。融合積の任意の作用が剛性を満たすよう
な特別な部分群がとれるかどうかは未解決
であり、今後の課題である。 
 
（２）曲面の写像類群の特別な正規部分群で
あるトレリ群の通約群について考察した。具
体的には、いくつかの例外を除いて、多くの
曲面に対し、トレリ群の通約群が写像類群と
自然に同型になることを証明した。特に、ト
レリ群の二つの有限指数部分群の間の同型

写像は写像類群の元による共役で与えられ
ることを示した。種数２で境界成分が１個で
あるような曲面の場合、トレリ複体が１次元
であることから、その自己同型の計算は他の
場合に比べて非常に困難である。このトレリ
複体内の多くのサイクルを詳細に調べるこ
とにより、複体の自己同型の計算を完成させ
たことは大変有意義であった。他にも、写像
類群の正規部分群であるジョンソン核や曲
面組みひも群についても同様の主張を証明
した。 
 さらに、トレリ群からそれ自身への単射準
同型についても考察した。このような準同型
は、トレリ複体からそれ自身への単体写像で
超単射的と呼ばれる性質を満たすものを誘
導する。このような単体写像が実は全射にな
ることを証明した。これにより、任意の超単
射的単体写像は同型写像であることが従い、
写像類群の元から誘導されることが従う。よ
って、トレリ群からそれ自身への任意の単射
準同型は写像類群の元による共役で与えら
れる。特に、トレリ群の任意の有限指数部分
群は双対ホップ的と呼ばれる性質を満たす
ことがわかる。つまり、そのような群からそ
れ自身への単射準同型は全射となる。トレリ
群だけでなく、ジョンソン核や曲面組みひも
群に対してもこれらの性質を示すことがで
きた。 
 
（３）組み合わせ群論の重要な研究対象にバ
ウムスラッグ・ソリター群（BS 群）と呼ばれ
る群がある。BS 群は０でない整数 p、q に対
して定義され、二つの生成元 a、t をもち、a
の p乗の tによる共役が aの q乗に等しいと
いう唯一の関係式をもつ。この群はその定義
から HNN 拡大の形をしており、ツリーへの作
用をもつ。ツリーの理論の観点に立つと、HNN
拡大は融合積と並び、群の基本的な構成法で
あると考えられる。（１）での融合積を取り
扱う手法が、この HNN拡大についても適用で
きることを明らかにした。具体的には、BS群
が実数群に関して剛性を満たすことを示し
た。ここで、BS 群の実数群への表現は、BS
群の各元に対し、それによる共役が aで生成
される巡回群をどれだけねじるかをはかる
ことにより定義される。一方、BS群による確
率測度空間への作用から流れ（つまり、実数
群による確率測度空間への作用）が定義され
る。上記の剛性を用いると、この流れの共役
類が BS 群の作用の軌道同型不変量になるこ
とが示される。このような不変量の構成法は、
非従順群による保測作用については今まで
見られなかったものであり、興味深い。また、
この不変量の構成法は、III 型作用に付随す
る流れが軌道同型不変量になるという事実
に触発されたものであり、このような III 型
理論との同調性もまた興味深い。しかし、課



題も残っている。整数 p、q を変化させたと
き、対応する BS 群が軌道同型になるかどう
かという問題は基本的である。残念ながら、
上記の流れの共役類だけではこの問題を解
決することはできない。 
 BS群の著しい性質の一つに、正規ではない
が擬正規である無限従順部分群を含んでい
るという性質がある。これまでの研究におい
て、一般に、正規化群が非従順になるような
無限従順部分群は、作用の軌道構造を知る上
で多くの役割を担ってきた。そこで、BS 群は
正規な無限従順部分群を含まないが、そのよ
うな部分群を含む群と軌道同型になるかど
うかが問題となる。すでに述べたように、BS
群は擬正規な無限従順部分群を含むので、こ
の問題は非常にデリケートである。本研究で
は、この問題を次の形で解決した。BS 群は安
定的な作用をもつ。つまり、その作用の軌道
同値関係が、それ自身とエルゴード的概有限
同値関係との直積と同型になる。特に、BS群
はそれ自身と整数群との直積と測度同値に
なる。二つの非従順群が測度同値になるとい
うタイプの結果は、近年の剛性に関する研究
とは全く趣を異にするものであり、今後の新
たな研究の指針を与えるものと期待してい
る。 
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