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研究成果の概要（和文）：(1) 代数的証明論の研究を部分構造論理の枠組みで推進した。部分構

造論理の公理は階層性を成すことを示し、低い階層に属する論理について、カット除去定理と

代数的な意味での完備化可能性が正確に対応することを示した。(2) 線形論理から派生したゲ

ーム意味論の一種であるルディクス理論を、余代数的・計算論的観点から再定式化した。構成

的古典命題論理に相当する証明体系について対話的完全性定理を証明し、（プログラミング言語

型理論の意味での）一般再帰型の解釈に応用した。 

 
研究成果の概要（英文）：(1) A research program called algebraic proof theory for 
substructural logics is developed. It is shown that axioms of substructural logics form 
a hierarchy, and for logics at a lower level, the cut elimination theorem precisely 
corresponds to the closure under completions in the algebraic sense. (2) The theory of 
ludics, a variant of game semantics that originates in linear logic, is reformulated from 
a computational and coalgebraic point of view. An interactive completeness theorem is 
proved for a proof system that corresponds to constructive classical propositional logic, 
and is applied to an interpretation of general recursive types in the sense of the type 
theory for programming languages. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 古典論理や直観主義論理から構造規則
を弱めることにより得られるさまざまな非
古典論理を総称して部分構造論理という。研
究代表者は 2000 年代前半より部分構造論理
の文脈で代数的証明論の研究プログラムを

提唱してきた。代数的証明論とは、一言でい
えば証明論と代数的手法の融合であり、たと
えば証明論的手法を代数の文脈に直接適用
して新しい代数構成法を与えたり、逆に代数
的手法を証明論の文脈に直接適用して証明
論的定理に代数的証明を与えたりする試み
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である。その核心は、証明論の基本定理であ
るカット除去定理と代数の完備化は本質的
に同じだという洞察である。この代数的証明
論が本研究の第一の課題である。 

 

(2) もう一つの課題は、線形論理から派生し
た研究プログラムであるルディクス（あそ
び）の理論である。これは関数型プログラミ
ング言語のゲーム意味論の亜種であり、無秩
序なエージェント間の対話的状況から、秩序
ある論理（型）を導き出すことにより、さま
ざまな論理的・計算論的現象を説明しようと
する野心的試みである。しかし内容が豊富で
あるのに比例して形式があまりに煩雑であ
り、そのことがルディクスの発展を阻害する
一つの要因となってきた。 

 

２．研究の目的 

(1) 部分構造論理の代数的証明論をもっとも
一般的なセッティング（FL 代数全体）で展
開する。部分構造階層の構造を解明し、カッ
ト除去と代数的完備化の同等性を正確に示
し、それにより証明論・代数の可能性と限界
を明らかにする。 

 

(2) ルディクス理論を余代数的・計算論的観
点から再定式化し、ゲーデル完全性定理の対
話的バージョンを示し、プログラミング言語
型理論における一般再帰型の論理的理解へ
と役立てる。 

 

３．研究の方法 

純粋に数学的な手法による。 
 
４．研究成果 
(1) ①部分構造論理の諸公理の複雑さを計
るために部分構造階層（下図）を定式化した。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

そして公理の複雑さをレベル N2 に制限すれ
ば、与えられた論理について強い形のカット
除去定理が成り立つことと、対応する代数ク
ラスが（マクニール）完備化について閉じて
いることは正確に一致することを証明した。
この結果は、証明論的手法と代数的手法の間
には普通想定されているよりもはるかい深
い対応関係があり、証明論的手法を代数に直
接適用すること、あるいはその逆が可能であ
ることを示唆している。 
②上の基礎成果の応用として、証明論にお

ける超シークエント計算のアイデアを代数
の文脈に直接適用し、以下の結果を得た。す
なわち、レベル P3 の公理により定義される
どんな代数クラスも（付加的な仮定のもと
で）ある種の完備化について閉じている。先
行研究により、たとえばハイティング代数の
等式クラスの中にはマクニール完備化につ
いて閉じているものはちょうど３つしかな
いことが知られているが、それと対照的に本
研究は、数多くの等式クラスが（必ずしもマ
クニールではない）ある種の完備化について
閉じていることを示すものであり、完備化の
可能性を飛躍的に高める結果であると言え
る。 
③レベル N3 にはどのような完備化も受け

付けない公理があることが知られており、完
備化とカット除去の関係から、そのような公
理により定義される論理については、強い形
のカット除去定理が成り立つような証明体
系は存在しえないことがわかる。これはある
意味で証明論の絶対的な限界を示している
といってよい。しかし、そのような論理（と
くにアーベル論理とウカシェーヴィッチ無
限多値論理）に対しても、弱い形のカット除
去定理なら成り立たせることは可能である。
このことはすでに知られている通りである
が、本研究では代数的証明論の枠組みでその
ような弱い成果を分析し、それらを体系的に
導出する方法を検討した。 
 ④部分構造論理の選言特性と計算量につ
いての研究を行った。まず、与えられた部分
構造論理が選言特性を満たせば、その計算量
は PSPACE 困難となることを証明した。そし
て選言特性を示すための強力な代数的手法
を考案した。部分構造階層のアイデアと組み
合わせることにより、広範なクラスの論理が
選言特性を満たし、それゆえ計算量は PSPACE
困難であることを証明した。この結果は次の
問題を提起する。これまでに計算量が知られ
ている部分構造論理は coNP 完全であるか
PSPACE困難であるかのどちらかであり、その
中間の計算量を持つ論理の存在は知られて
いない。そのような部分構造論理はそもそも
存在しうるのだろうか？この二分性問題は
部分構造論理研究において根本的な重要性
を持つものと考えられる。 P0 N0 

P1 N1 

P2 N2 

P3 N3 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
(2) ①ルディクス理論の基盤を計算論的・余
代数的に再整備した。Girardによるオリジナ
ルのルディクスでは局所性が重視されたた
め、基本対象であるデザインは絶対アドレス
用いて定義されており、かなり煩雑であった。
そこで本研究では思い切って局所性を捨象
し、ラムダ計算やパイ計算の記法を援用する
ことにより自然なシンタックスを与えた。ま
た一つ一つのデザインは無限に大きいこと
もありうる。伝統的にはそのような無限的対
象は有限近似を介して取り扱われてきたが、
本研究では、近年標準となりつつある余代数
と余帰納法の手法を用いて、有限近似を介さ
ず直接に無限的対象として取り扱うことに
した。結果として、自然で使い勝手のよい基
盤が得られ、ルディクスの枠組みでより深い
研究を推進することが可能となった。 
②古典的なゲーデル完全性定理は、どんな

命題にも証明 Pか反例モデル Mのどちらか一
方が存在することを主張するものであるが、
そこでは Pと Mの間の相互関係は一切想定さ
れていない。しかし現実の数学における問題
解決は、しばしば証明者と反証者の対話によ
って遂行される。そこで本研究では、ルディ
クスの枠組みで証明と反証が“対話”するよ
うな状況を設定し、新しい対話的完全性定理
を（構成的な）古典命題論理について証明し
た。それによれば、どのような命題 Aとその
証明の試み Pをとっても、Pは Aの本当の証
明になっているか、あるいは Pを打ち負かす
反証 Mが存在する。この結果は古典的な完全
性概念と、最近のゲーム意味論的な完全性概
念を橋渡しするものと解釈できる。 
 ②上記の対話的完全性定理を無限的な状
況へと拡張した。そこでは証明の試みのみな
らず、論理式も、計算も、すべて無限の深さ
を持ち、すべての概念は帰納法ではなく余帰
納法により定義される。無限の深さを持つ論
理式は特に（プログラミング言語の型理論の
意味での）一般再帰型を含む。そこで対話的

完全性定理の応用として、無限ルディクスに
おいては（つまり無限の深さの証明・論理式
を許す構成的古典命題論理においては）どん
な再帰型も一意に解釈できることを証明し
た。すなわちどんな型方程式系 
 

X1 = P(X1,…,Xn) 
… 

Xn = P(X1,…,Xn) 
 
も一意解を持つことを証明した。同様の結果
は、領域理論および操作的意味論の枠組みで
すでに証明されているが、本研究は新たにル
ディクスの観点から一般再帰型に解釈を与
えるものである。 
 ③ 派生的研究として、単純型付ラムダ計
算についての興味深い性質を、線形論理の表
示的意味論を用いて証明した。Schubertの問
題とは、ラムダ項の正規化（プログラムの実
行）に要する計算量を、項の型のオーダーご
とに特定する問題である。たとえばオーダー
2, 3 については、それぞれ計算量は P 完全、
PSPACE 完全となることが Schubert により証
明されている。本研究では Schubert の問題
（のやや簡略化された形）を任意のオーダー
（2 以上）について解決した。すなわち m を
自然数とするとき、オーダー2m+2のラムダ項
の値を求める問題は m-EXPTIME 完全であり、
オーダー2m+3 の場合には、m-EXPSPACE 完全
となることを証明した。 
 

ラムダ項のオーダー 計算量 

2 P 

3 PSPACE 

4 EXPTIME 

5 EXPSPACE 

6 2-EXPTIME 

7 2-EXPSPACE 

… … 

 
この結果を証明するために、Winskel らに由
来する線形論理のスコットモデルとラムダ
計算の共通型システムとの同型性を本質的
に用いた。なお本結果は書き換え系分野の主
要国際会議である RTA’12において最優秀論
文賞を受賞した。 
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