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研究成果の概要（和文）： 

 半正定値計画問題の計算時間短縮は、センサネットワーク問題や多項式計画問題など様々な

問題にとって重要である。本研究では並列計算で計算時間短縮を行うが、その計算時間の多く

を占める Schur 補完行列が疎行列となる特徴を注目し、行列要素ごとの計算時間を見積もる

ことで計算負荷分散を行い、効率的な並列計算手法の提案を行った。数値実験を通して、提案

手法により大幅な計算時間短縮が達成されることを確認した。 

研究成果の概要（英文）： 
 The reduction in computation time for solving Semidefinite Programs is essential 
to many applications like sensor network localization problems and polynomial 
optimizations. We focus on the sparsity of the Schur complement matrix, which occupies 
most computation time. We estimate the computation cost of each element of the matrix 
and propose efficient parallel schemes. From numerical results, we verified that the 
parallel schemes successfully reduce the computation time. 
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１．研究開始当初の背景 

 

 数理最適化は、実数関数 RRxf n :)( を
最大化あるいは最小化する Sx を実行可能
領域

nRS  から効率的に求解する分野であ
り、問題解決学の一翼を担っている。本研究
では、半正定値計画問題（SemiDefinite 

Programs, 以下 SDP）を対象とした。SDP 

は数理最適化の基礎とされる線形計画問題
の Hilbert 空間への拡張であり、SDP は以下
のような主双対ペアの標準形で表すことが
できる。 
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ここで、
nS を n 次対称行列のなす空間とし

たとき、入力は
n

m SCAA ,,,1  と
mRb  

であり、求める変数は 

),,(),,( nmn SRSZyX  である。SDP の特
徴は、変数行列 ZX , に半正定値条件

OZOX  , を課しているところである。 

 この半正定値条件により、SDP の応用範囲
は従来の組合せ最適化問題や制御理論に加
えて、近年では量子化学の電子構造計算、セ
ンサネットワーク問題、多項式最適化までを
幅広くカバーしている。 

 従来の主双対内点法をこれらの応用に適
用した場合、その計算量が莫大となり実用的
な計算時間で計算できない状況が発生する。
これまでに主双対内点法を並列計算で実行
するソフトウェアSDPARAを実装してきた。
SDPARA は、量子化学などの大規模な SDP

の求解を可能としてきた。 

 しかしながら、センサネットワーク問題、
多項式計画問題の SDP に対しては、
SDPARA の並列計算の効率が低いことが分
かってきていた。従来の SDPARA では、主
双対内点法の計算時間の大部分を占める 

Schur 補完行列の要素計算とコレスキー分
解に注目をし、並列計算を適用した。ところ
が量子化学の場合とセンサネットワーク問
題では Schur 補完行列の様子が著しく異な
る。図１は量子化学とセンサネットワーク問
題で Schur 補完行列の非ゼロパターンを図
示したものである。（Schur 補完行列は対称
行列であるため、上三角のみを示している。） 

 

図１：Schur 補完行列の非ゼロパターン 

（左：量子化学，右：センサネットワーク） 

 

つまり、従来の SDPARA は密行列に対して
は効率的であるが、疎行列については並列計
算を効率的に利用できなかった。 

 

２．研究の目的 

 

 本研究では、疎な Schur 補完行列に対して、

効率的な並列計算手法を提案し、センサネッ
トワーク問題や多項式計画問題から発生す
る超大規模な SDP を短時間で求解すること
を目指した。 

 

３．研究の方法 

 

(1) formula-cost-based distribution の導入 

 一般に Schur 補完行列 
mSB の各要素

は jiij AYXAB   )( 1
で計算される。従来

の SDPARA では複数台のプロセッサが並列
計算に参加しているときに各プロセッサを
B の各行に割り当てることで負荷分散をし
ていた。この方法は図１左のように完全密行
列では効率的であった。しかしながら、図１
右では計算対象となる要素数が行ごとでバ
ラツキが大きい。そこで、各要素の計算量を
見積もることで負荷分散を行うこととし、こ
の負荷分散手法を formula-cost-based 

distribution と呼ぶこととした。たとえば、
図２では

6SB のときの各要素の計算量見
積もりの例が示されている。この計算量は、
入力行列 ji AA , から算出する。 
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図２：各要素の計算量見積もり 
 
ここで３台のプロセッサがあるときには、図
２で示されるように、赤・緑・青と計算を分
散させることで、それぞれの計算負荷は
190,185,188 となり均等に近い分散が達成さ
れる。 
 
(2) 疎コレスキー分解の導入 
 コレスキー分解も従来のScaLAPACKの密行
列に対する並列コレスキー分解に加えて、疎
行列に対応できるライブラリ MUMPS も利用
で き る よ う に 改 良 を し た 。 MUMPS は 
multiple frontal method を用いており、主
双対内点法から発生する Schur 補完行列を
効率的にコレスキー分解可能である。 
 また、MUMPS は分解する行列の非ゼロ要素
について、行方向で各プロセッサに分散して
持っていることが想定されている。図２を見
ると分かるように、 formula-cost-based 
distribution も行方向に各プロセッサに保
持させており、MUMPS の想定と一致するよう
に実装している。仮に要素計算の行列分散配
置と MUMPS の想定が異なると、ネットワーク
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通信を介して複数プロセッサ間での行列配
置を行う必要があるが、formula-cost-based 
distribution の性質からネットワーク通信
を行わずに MUMPS を利用できる。これによ
って、計算効率が上昇している。 
 
(1)と(2) より、新しい SDPARA では表１のよ
うに Schur 補完行列の密度に応じて異なっ
た並列計算アプローチを行っている。 
 
表１：行列密度と並列計算アプローチの対応 
行列 
密度 

要素計算 コレスキー
分解 

密 行方向分割 ScaLAPACK 
疎 formula-cost-based 

distribution 
MUMPS 

 
(3) ２段並列計算の導入 
 従来のSDPARAは複数台の PCをネットワー
クで接続している PC クラスタを想定し、
MPI(Message Passing Interface)により並列
計算を実行していた。しかし、近年のプロセ
ッサはプロセッサ内部に複数コアを持つこ
とで単一プロセッサでもマルチスレッドに
よる並列計算が可能となった。そこで、複数
PC 間は従来の MPI とし、各 PC 内部ではマル
チスレッドという２段並列を新しい SDPARA 
に導入した。 
 たとえば、formula-cost-based 
distribution では、要素計算コストに基づ
いて、まずは各PCに計算負荷を分散した後、
同じ手法を用いて各スレッドに計算負荷を
分散しなおしている。また、密行列の場合に
は、各 PC へと行方向の行列分割となるが、
さらに各 PC では計算が終了したスレッドに
次の計算対象となる行を割当てる方針を採
用している。これらの行列の性質に基づいた
実装により、Schur 補完行列の計算を従来よ
りも高速に行うことができるようになった。 
 なお、コレスキー分解については、内部の
線形代数演算ライブラリのマルチスレッド
化により、十分な効果が得られることが予備
実験により確認できた。 
 
４．研究成果 
  
(1) 研究の方法に示した３点の改善点を取
り入れたのが新しい SDPARA, SDPARA 7.3.1
である。 
① SDPARA7.3.1 による計算時間短縮 
 図３は、制御理論から発生する SDP に対し
てSDPARA7.3.1を実行したときの計算時間で
ある。この SDPの Schur 補完行列は 4.39% で
あり、疎行列とみなせる。１台と比較すると
16 台のときに要素計算は 13 倍の高速化を達
成しており、formula-cost-based 
distribution によって並列計算が効率的に

実行されていることを示している。 

図３：SDPARA7.3.1 の計算時間(秒) 
 
またコレスキー分解も4.7倍の高速化を達成
している。要素計算に比較すると高速化が劣
るような印象があるが、4.39%の疎行列とし
て考えると十分な高速化である。これらの高
速化によって、SDPARA7.3.1 は総計算時間に
おいても 5倍の高速化を達成している。 
 
② 2 段並列計算の効果 
 SDP 並列計算ソフトウェアとしては、
SDPARA の他に Ivanov と de Klerk が CSDP 
をベースに実装した PCSDP があるが、量子計
算から発生する SDP に適用した計算時間を
まとめたのが表２である。 
 

計算台数 1 2 4 8 16 

PCSDP 53768 27854 14273 7995 4050 

SDPARA 5983 2002 1680 901 565 

表２：PCSDP と SDPARA の計算時間（秒） 
 
表 2から分かるように、SDPARA は PCSDP と
比較して、およそ 8 倍高速である。これは
SDPARA がマルチスレッドを利用できている
という 2段並列計算による効果が大きい。 
 なお、SDPARA は T2K クラスタでも実行さ
れており、量子化学から発生する超大規模な
SDP を 2 段並列計算によって高速に求解して
いる。このことは、富士通のプレスリリース
(http://pr.fujitsu.com/jp/news/2010/05/
28.html)にも掲載されている。 
 
③ 疎な Schur補完行列への対応 
 センサネットワーク問題はSchur補完行列
が 疎 と な る 傾 向 が 強 い が 、 こ れ を
PCSDP,SDPARA で解いた計算時間（秒）をま
とめたのが表 3である。 
 
 
 
 
 
 
 



 
表３：センサネットワーク問題の計算時間 

センサ数 1,000 (m=16450; 密度=1.23%) 

#Servers 1 2 4 8 16 

PCSDP O.M. 1527 887 591 368 

SDPARA 28.2 22.1 16.7 13.8 27.3 

センサ数 35,000 (m=527096; 密度=0.00653%) 

#Servers 1 2 4 8 16 

PCSDP Out of Memory 

SDPARA 1080 845 614 540 506 

 
表３から分かるようにPCSDPは問題が大きく
なるとメモリ不足となって求解できない。こ
れは、PCSDP が常に Schur 補完行列を完全密
行列として保持していることに起因してい
る。SDPARA では、Schur 補完行列の密度を予
め計算することで自動的に密行列か疎行列
かを判断して保持するため、このような大き
なセンサネットワーク問題に対しても、10分
程度の計算時間での求解を達成できる。 
 
 SDPARA7.3.1 に関する以上の成果は、主に
論①,④,⑦でまとめられており、国際学会①
②,④,⑤などで発表を行っている。また、
SDPARA は現状では最も大規模な SDP を解く
ことができるソフトウェアとして国内外の
研究者からも認識されている。 
 SDPARA7.3.1 は、２次割り当て問題や統計
学などから発生する大規模なSDPへの適用な
ども今後期待できる。 
 
(2) SDPARA を中心とした研究に加えて、他
の SDP に関連する研究も行った。 
① 論文②ではセンサネットワークから生
成する SDP について、ネットワーク自体の持
つ構造的な疎性を利用して等価な小さい SDP
に変換する手法を研究した。この研究で生成
された SDP を実際に SDPARA で解いたのが表
３の結果である。センサ数が 35,000 という
従来にはなかった規模の問題を求解できる
のは、この変換と SDPARA を組合せたことに
よる。 
② 論文③では、多項式計画問題を SDP で解
いた際に得られる近似解が本来の最適解か
らどの程度離れているかを評価する手法を
楕円による評価基準で提案をした。この手法
では楕円を SDP で計算しており、将来的には
SDPARA の高速な計算とも組合せることも可
能な枠組みとなっている。 
 
(3) SDPARA は単体ソフトウェアSDPA をベー
スにしている。 この SDPA については、フリ
ーソフトとして公開している 
(http://sdpa.sourceforge.net/)だけでな
く、Linux 上の Debian パッケージの作成も

行った。これにより、Debian, Ubuntu での 
SDPA 利用が容易となり、SDPA の利用者が増
え、SDPARA についても利用者が増える傾向
となっている。 
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〔その他〕 
半正定値計画問題ソフトウェア SDPA およ
び SDPARA のホームページ 
http://sdpa.sourceforge.net/ 
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