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研究成果の概要（和文）：24 次のフィッシャー群が作用する頂点作用素代数 VF について調べ、

フィッシャー群の互換類と頂点作用素代数 VF の中心電荷 6/7 のヴィラソロ頂点作用素部分代

数との間の対応関係を明らかにした。この対応関係に基づいて 24 次フィッシャー群の 3 互換

性や E6 型拡大ディンキン図形との間に成り立つ対応関係を頂点作用素代数の視点から説明す

る結果を得た。同様の研究をベビーモンスター単純群とそれが作用する頂点作用素超代数 VB
に対しても行い、ベビーモンスター単純群の互換類と中心電荷 7/10 のヴィラソロ代数との関係

を明らかにし、その 4 互換性や E7 型拡大ディンキン図形との関係を頂点作用素代数の視点か

ら説明する結果を得た。また、グライス代数上の松尾・ノートンの跡公式を拡大されたグライ

ス代数上へと一般化を行い、新たな跡公式とその散在型有限単純群への応用を発見した。 
 
研究成果の概要（英文）：We study the vertex operator algebra VF which affords a natural 
action of the largest Fischer group of degree 24. We discovered a correspondence between 
the transpositions of the Fischer group and c=6/7 Virasoro vertex operator subalgebras of 
VF. Based on this correspondence, we obtained a framework which enables us to explain 
the 3-transposition property of the Fischer group and a mysterious relation between the 
largest Fischer group and the extended E6 Dynkin diagram. We also study the vertex 
operator superalgebra VB which affords a natural action of the Baby-monster sporadic 
simple group and found a one-to-one correspondence between the transpositions of the 
Baby-monster and c=7/10 Virasoro vertex operator subalgebras of VB. The 4-transposition 
property of the Baby-monster and its relation to the extended E7 Dynkin diagram is also 
explained via our results. We derived trace formulae for the extended Griess algebras 
which generalize the Matsu-Norton trace formulae and we found its fruitful applications to 
the sporadic finite simple groups. 
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１． 研究開始当初の背景 
 

(1) 頂点作用素代数におけるガロア対    
応とシュアー・ワイル型双対性により、
頂点作用素代数の自己同型はその不
動点部分代数による既約分解によっ
て与えられる。中心電荷 1/2 のヴィラ
ソロ頂点作用素代数による既約分解
から得られる位数 2 の自己同型がこ
れまでの研究の中心であった。 

 
(2) 3 互換群にはフィッシャー空間と呼ば

れる幾何構造が付随している。最も簡
単な斜交型と呼ばれるクラスについ
ては中心電荷 1/2 のヴィラソロ頂点作
用素代数を用いて頂点作用素代数の
部分構造としてフィッシャー空間の
構造を見出す松尾氏の先行研究があ
った。 

 
(3) 24 次のフィッシャー群が自然に作用

する頂点作用素代数 VF が見つかり、
フィッシャー群の作用は中心電荷が
1/2 ではなく 6/7 のヴィラソロ頂点作
用素代数による既約分解を用いて実
現されることが分かりつつあった。ま
た、ベビーモンスター単純群と中心電
荷 7/10 のヴィラソロ頂点作用素代数
との関係も明らかになりつつあった。
このように種々のヴィラソロ頂点作
用素代数と散在型有限単純群との関
係が研究代表者により調べられてい
た。 

 
２． 研究の目的 
 

(1) 中心電荷 6/7 のヴィラソロ頂点作用素
代数を含む種々の部分代数を用いる
ことでフィッシャー群を含む散在型 3
互換群を頂点作用素代数上の自己同
型として実現し、そのフィッシャー空
間など、散在型有限単純群固有の構造
を頂点作用素代数を通じて解析する
ことが本研究の主目的であった。 

 
(2) 24 次のフィッシャー群の互換類と E6

型拡大ディンキン図形との間には不
思議な対応関係があることが知られ
ている。頂点作用素代数 VF の構造論
を通じ、フィッシャー群と E6 型拡大
ディンキン図形の関係を明確にする
ことも本研究のもう一つの目的であ
る。 

 
 
 

 
３． 研究の方法 
 
頂点作用素代数の研究は大きくは表現論と
構造論の二つに分けることができる。現状で
は表現論が主流派であり、構造論はその困難
さもあってそれほど進展がない。本研究で対
象となるのは頂点作用素代数上の自己同型
であり、通常これは構造論に分類されるが、
我々は部分頂点作用素代数の表現論を活用
して自己同型を構成する手法を用いるため、
構造論と表現論のどちらの研究も行う。 
 

(1) モンスター単純群が作用するムーン
シャイン頂点作用素代数、ベビーモ
ンスター単純群が作用するベビーモ
ンスター頂点作用素超代数 VB、24
次のフィッシャー群が作用する頂点
作用素代数 VF など、散在型有限単
純群が作用する頂点作用素(超)代数
はその次数 1 の空間が自明であり、
その構造解析にリー代数の表現論を
用いることができない。しかしこの
場合、次数 2 の空間にはグライス代
数と呼ばれる可換だが非結合的な代
数構造が入る。グライス代数の構造
は頂点作用素代数全体の構造を大き
く規定するものと考えられている。
本研究では特にヴィラソロ頂点作用
素代数との関係性からその冪等元の
研究を対象とし、冪等元で生成され
る部分代数の構造を調べる。 

 
(2) 種々のヴィラソロ頂点作用素代数を

交換団構成法を用いて構成し、その
フュージョン規則を用いて定義され
る宮本の自己同型を考察する。交換
団構成法により既知の宮本の自己同
型の 6 互換性が 3 互換性、4 互換性
へと伝搬する機構を表現論、構造論
の両方を駆使して調べた。 

 
(3) 次数 1 の空間が自明な場合、松尾・

ノートンの跡公式がグライス代数上
で成立する。その応用・拡張を探求
することで頂点作用素代数の構造論
とその自己同型群の指標理論との関
連も調べた。拡大されたグライス代
数上の跡公式の研究において大量の
高次多変数多項式を扱う必要が出て
きたが、その処理には計算機を有効
に活用して対処した。 

 
 
 
 



４． 研究成果 
 

(1) 24 次のフィッシャー群が作用する
頂点作用素代数 VF を詳細に調べた。
フィッシャー群の互換類の作用は中
心電荷 6/7 のヴィラソロ頂点作用素
代数によって実現される。その 3 互
換性の起源を研究し、次の一般的な
事実を見出した。中心電荷 1/2 のヴ
ィラソロ頂点作用素代数から作られ
る自己同型群の 6 互換性が、ある設
定のもとではその作用を交換団部分
代数に制限した時、3 互換性に還元
されることが証明できた。この定理
を頂点作用素代数 VF に適用した場
合が24次フィッシャー群の3互換性
である。また、24 次フィッシャー群
と E6 型拡大ディンキン図形との関
係を明らかにすべく、頂点作用素代
数 VF のグライス代数において中心
電荷 6/7 のヴィラソロ代数に対応す
る冪等元で生成される部分代数には
E6 型格子に付随する頂点作用素代
数の構造が組み込まれていることを
明らかにできた。以上の結果をまと
めて論文①として発表した。 

 
(2) 上記と同様の手法でベビーモンスタ

ーが作用する頂点作用素超代数 VB
を調べ、ベビーモンスターの互換類
と中心電荷 7/10 との対応関係や、そ
の 4 互換性を説明する理論を得た。
また、頂点作用素超代数 VB のグライ
ス代数において中心電荷 7/10 のヴ
ィラソロ代数に対応する冪等元で生
成される部分代数には E7 型格子に
付随する頂点作用素代数の構造が組
み込まれていることも明らかにした。
以上の結果をまとめて論文②として
発表した。 

 
(3) (1),(2) の研究過程においてグライ

ス代数およびそれを拡張した代数を
調べた。特に冪等元から定まる自己
同型を調べるために、松尾・ノート
ンの跡公式を頂点作用素超代数へ拡
張する必要性を見出し、共形デザイ
ンの構造に基づいて新しい跡公式を
導出した。この結果は純粋に頂点作
用素代数の構造論によるものである。
頂点作用素代数の構造はとても複雑
で、その一般論の研究は困難を極め
るが、導出した跡公式はその複雑さ
を反映するため、頂点作用素代数に
ついての多くの情報を引き出すもの
である。そのため、今後対称性の高
い頂点作用素代数を探求する上で本

公式は大いに役立つものと考えられ
る。この結果は近々論文としてまと
めて発表する予定である。 
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