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研究成果の概要（和文）：	 

	 

高さとは，代数体上の代数多様体の点や部分代数多様体の算術的な「大きさ，複雑さ」を測る

量と考えられる．代数多様体が「良い」自己写像を持つときには，その写像に関して良く振る

舞う高さ（標準的高さ）が存在することがある．当該研究では，アフィン空間の自己同型に関

する大域的，および局所的な標準的高さ関数の構成と性質，Q-代数上で定義されたアフィン空

間の三角自己同型の次数の増大度，代数多様体の支配的有理写像に対して有理点の反復合成に

関する高さの増大度と写像の次数の増大度の関係を調べた．	 

	 
研究成果の概要（英文）：	 
	 
Heights	 are	 considered	 to	 measure	 arithmetic	 “bigness”	 or	 “complexity”	 of	 points	 and	 
subvarieties	 of	 algebraic	 varieties	 defined	 over	 number	 fields.	 When	 algebraic	 varieties	 
have	 “nice”	 self-maps,	 there	 sometimes	 exist	 heights	 that	 behave	 well	 with	 respect	 to	 
the	 self-maps.	 Such	 heights	 are	 called	 canonical	 heights.	 We	 have	 constructed	 global	 and	 
local	 canonical	 height	 functions	 for	 affine	 space	 regular	 automorphisms.	 We	 have	 also	 
studied	 difference	 of	 these	 canonical	 heights.	 We	 have	 studied	 degree	 growth	 of	 affine	 
space	 triangular	 automorphisms	 over	 Q-algebras.	 For	 dominant	 rational	 maps	 of	 algebraic	 
varieties,	 we	 have	 studied	 arithmetic	 growth	 of	 points	 with	 respect	 to	 degree	 growth	 of	 
the	 maps.	 	 
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１．研究開始当初の背景 
 
高さとは，代数体上に定義された代数多様体

の点（より一般には部分代数多様体）の算術

的な「大きさ，複雑さ」を測る量と考えられ

る．代数多様体が良い自己写像を持つときに

は，その写像に関して良く振る舞う高さが存

在することがある．このような高さを標準的

高さという．最も有名で深く研究されている

標準的高さは，代数体上に定義されたアーベ

ル多様体の n倍射に関してよく振る舞うもの

で，Neron-Tate の高さとよばれている．その

他に射影空間の射についても標準的高さが，

Call̶Silverman や Zhang によって構成され，

その数論的性質が調べられている．	 

	 
	 
２．研究の目的	 

	 

アーベル多様体の n倍射や，射影空間の射に

関する標準的高さと同じように，代数体上に

定義された代数多様体とその自己写像に関

して，標準的高さ関数が構成できるかを調べ

る．特に，アフィン空間の良い多項式自己同

型写像について，大域的および局所的な標準

的高さ関数を構成し，それらを用いてアフィ

ン空間の良い多項式自己同型写像に関して，

や写像の反復合成に関する代数的・数論的性

質を調べたい．また，標準的高さ関数が構成

できるか分からないような，一般の代数多様

体の（有理）写像についても，写像の反復合

成に関する有理点の振る舞いなど，代数的・

数論的性質を調べたい．	 

	 
３．研究の方法	 
	 

高さは，もともとディオファントス幾何の有

用な道具である．アラケロフ幾何を用いると，

高さを代数幾何的に構成することができる．

一方，標準的高さ関数は，局所標準的高さ関

数に分解したとき，複素数体では複素力学系

で深く研究されている Green 関数というもの

に対応する．当該研究では，アラケロフ幾何

や複素力学系の手法も用いて，代数多様体の

自己写像に関する高さ関数や，代数的・数論

的な性質を調べる．	 

	 
	 
４．研究成果	 
	 

当該研究期間について次のような結果を得

た．	 

(1) アフィン空間の自己同型に関する大域的，

および局所的な標準的高さ関数の研究を

進めた（arXiv:0909.3573）．また，アフ

ィン空間の自己同型に関する標準的高さ

の差に関して有限性の性質を持つことが

分かり，2009	 年 12	 月の研究集会「複素

力学系とその関連分野の総合的研究」や

2011	 年 4	 月の研究集会「Heights	 2011」

などで講演した．	 

(2) 一般に，複素数体上の射影空間の有理写

像について，写像の反復合成に関する増

大度については多くの研究がある．また，

標数ｐの体上でも研究がある．本研究で

は，Q-代数上で定義されたアフィン空間

の自己同型の次数の増大度がどうなるか

を考えた．一般次元の三角自己同型のャ

コビアンが１の反復合成に関する増大度

は，次元と次数とジャコビアンの逆元の

次元で抑えられることが分かった．また，

アフィン平面の次数ｄの三角自己同型の

反復合成に関する増大度はｄの２次式と

いう定数で押さえられることが分かった．

適当なグラスマン多様体上のシューベル

ト計算を用いることで，この定数が最善

の評価であることを確かめた．	 



 

 

(3) 一般の代数多様体の支配的な有理写像に

ついて，有理点の算術的な増大度と写像

の次数の増大度の関係について考えた．

ブラウン大学のシルバーマン氏も同様の

ことを考えており，同氏と，ブラウン大

学 ICERM 研究所のプログラム「complex	 

and	 arithmetic	 dynamics」で２月に短

期滞在した折に，算術的増大度と次数増

大度について議論をし，両者の関係に関

するある結果を得た．	 

	 

また，当該研究に関連するものとして，以下

の研究集会の組織委員の一員を勤めた．	 

・Automorphisms	 of	 algebraic	 varieties	 --	 

dynamics	 and	 arithmetic,	 白浜,	 2011 年 12

月	 

・城崎代数幾何学シンポジウム，城崎大会議

館，2011 年 10 月	 

・ Paris--Barcelona--Kyoto	 seminar	 on	 

Arakelov	 geometry，京都大学，2010 年９月

（local	 organizer の一員として）	 
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