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研究成果の概要（和文）：数論的研究については、主な成果として奈良女子大の岡崎武生氏との

共同研究により次数２の斜交群とその内部形式上の保型形式の間のジャッケ・ラングランズ・

清水対応の例をテータリフトと呼ばれる保型形式により与えた。幾何学的応用に関しては、一

般次元の双曲空間を含む対称錐体上の実数値保型関数のある一般的な構成を与えた。前者の結

果はラングランズ函手性という保型形式の数論の指導原理について数少ない具体例を与えたも

のである. 後者については、実双曲空間の算術商の実アフィン空間への埋め込みを考えるとい

う幾何学の問題の一般化を意識した結果である。 

 
研究成果の概要（英文）：As the main progress of the study on the number theory, I have 
succeeded in providing examples of the Jacquet-Langlands-Shimizu correspondence for 
automorphic forms on the symplectic group of degree two and its inner forms by some theta 
lifting construction of the automorphic forms, which is a joint work with Takeo Okazaki. 
As for the geometric application, I have given a general construction of real-valued 
automorphic functions on symmetric cones, which contain real hyperbolic spaces of general 
dimension. The former achievement can be regarded as very few examples of the guiding 
principle of the theory of automorphic forms, called ``Langlands principle of 
functoriality’’. For the latter we have in mind a geometric application such as the 
embedding of an arithmetic quotient of a hyperbolic space into a real affine space and 
its generalization to symmetric cone. 
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１．研究開始当初の背景 
前世紀末のフェルマーの最終定理の解決以
来、今世紀に入ってからの整数論の様々な大
予想の解決などにみられる進展は誠にめざ
ましいものがある。そしてそのような進展を
基礎にして更なる発展的研究が継続中であ
る。このような進展において保型形式論はし
ばしば重要な貢献をしてきたが、それは古典
的な関数のレベルでの保型形式を研究する
スタイルではなく、保型形式が生成する表現、
つまり保型表現を研究しなるべく一般的な
状況で研究する手法による成果と言える。 
 保型表現論的手法を重視する傾向はしば
らく続くと思われるが、注意しなければなら
ないのは、この手法が保型形式のすべてを明
らかにしている訳ではないということであ
る。関数としての保型形式は整数論の興味の
対象であっただけでなく、他分野への応用も
見やすかった。実際古典的な保型形式論は幾
何学や解析学などの幅広い分野との関連と
共に発展してきたと言える。 
このような背景のもと私が選んだ保型形

式論の研究スタイルは保型形式を「関数のレ
ベルで具体的に作ること」である。保型表現
論ではラングランズ函手性という保型形式
と保型L関数の数論的研究の指導原理がある
が、その関数のレベルでの具体例を作る技術
と努力が保型表現論では足りない。保型表現
論で作られてきた様々な一般論の例を与え
る努力が必要という意識から、私の関数のレ
ベルでの保型形式にこだわるという意思を
強めた。 
また研究課題名にある「幾何学的応用」と

いうは、保型形式の関数のレベルでの具体的
構成という研究スタイルから自然に生じた
問題意識である。より具体的には松本圭司氏、
吉田正章氏らによる４次元 I 型領域上のテー
タ関数を３次元双曲空間に制限することで
得られる実数値保型関数を使った、３次元双
曲多様体の実アフィン空間への埋め込みの
研究に影響を受けたものである。保型形式論
は整数論に限定しない様々な応用の可能性
を秘めているのであり、整数論以外の応用の
可能性を探る努力を継続することは保型形
式論の今後の発展のためには惜しむべきで
はないと考える。 
 
２．研究の目的 
（１）整数論的研究についての目的は、次数
２のシンプレクティック群 GSp(2)とその内
部形式 GSp(1,1)の保型形式の間の保型 L 関
数の一致を保つ対応(移送)の例を作ることで
ある。この２つの代数群は同じ双対群を持つ。
これはいわゆる「ラングランズ函手性」の特
別な場合みなし得て, GSp(1,1)の保型 L 関数
は必ず GSp(2)の何らかの保型 L 関数であろ
うという予想が立つ。これは四元数環の乗法

群上の保型形式のL関数が次数２の一般線形
群 GL(2)の保型 L 関数になっていることを示
した、ジャッケとラングランズそして清水の
仕事から「ジャッケ・ラングランズ・清水対
応」と呼ばれる。この保型形式の対応に関す
る保型表現論的研究はいくつかあるが、保型
形式のレベルでその具体例を作る研究は四
元数環と GL(2)の場合以外では殆ど例がない
と思われる。 
（２）幾何学的応用に関しては、松本-吉田等
による３次元実双曲多様体の実アフィン空
間への埋め込みの研究を深めることと、その
高次元化や実双曲空間を含む対称錐体の離
散群による商多様体に対しても一般化の可
能性を探ろうというものである。それを動機
として対称錐体上の実数値保型関数を具体
的に構成することが研究の基礎となる。 
 
３．研究の方法 
（１）シンプレクティック群 GSp(2)とその内
部形式 GSp(1,1)のジャッケ・ラングランズ・
清水対応を与えるために、この２つの代数群
上の保型形式を「テータリフト」と呼ばれる
方法で構成する。 
これは、大きなシンプレクティック群の中

の簡約双対ペアと呼ばれる２つの簡約代数
群が与えられたとき、片方の簡約代数群上の
保型形式とヴェイユ表現という大きなシン
プレクティック群の表現で作られるテータ
級数との畳み込みにより、もう片方の簡約代
数群上の保型形式を構成するというもので
ある。 
我々の研究の場合、具体的には GSp(2)に対

しては楕円カスプ形式の２つの組からのテ
ータリフトで構成し、GSp(1,1)に対しては楕
円カスプ形式と定符号四元数環の乗法群上
の保型形式の組からのテータリフトにより
構成する。これら２つのテータリフトは、そ
れぞれ４次の分裂型直交群とシンプレクテ
ィック群 GSp(2)という簡約双対ペアと、４次
の直交群の非分裂型内部形式と内部形式
GSp(1,1)という簡約双対ペアに対するもの
である。 
その次にテータリフトで構成した保型形

式が生成する保型表現の加群としての構造
を詳細に調べジャッケ・ラングランズ・清水
対応の条件を満たしているかどうかを調べ
ることになる。 
（２）幾何学的応用に関する研究については、
松本‐吉田の研究のように、テータ関数のよ
うな管型対称領域 D上の正則保型形式を Dの
虚部そして現れる対称錐体に制限し、対称錐
体上の保型関数を構成する。そのようにして
様々な実数値保型関数を用意し、実双曲空間
やより一般には対称錐体の算術商の実アフ
ィン空間への埋め込みに適した実数値保型
関数を探すという手順を踏んだうえで、埋め



込み問題を考えるのが理想である。 
 
４．研究成果 
（１）次数２のシンプレクティック群 GSp(2)
とその非コンパクトな内部形式 GSp(1,1)に
ついて、ジャッケ・ラングランズ・清水対応
の例を２つの楕円カスプ形式ないしは楕円
カスプ形式と四元数環上の保型形式のペア
からのテータリフトで構成される保型形式
により与えることができた。そして更にコン
パクト内部形式 GSp*(2)の場合にもジャッ
ケ・ラングランズ・清水対応の例を与えるこ
とができた。 
 この結果は奈良女子大の岡崎武生氏との
共同研究で得たものであるが、岡崎氏の担当
は GSp(2)の保型形式のテータリフトによる
構成で、私の担当は GSp(1,1)及び GSp*(2)上
の保型形式のテータリフトによる構成及び、
これらの保型形式が生成する保型表現の局
所成分の決定である。以下では結果について
より具体的にいくつか項目に分けて説明す
る。 
① ３のテータリフトの L 関数について： 
 シンプレクティック群 GSp(2)とその内部
形式に対してはスピノール L関数という次数
４の保型 L 関数が定まる。我々は GSp(2), 
GSp(1,1), GSp*(2)への３つのテータリフト
のスピノール L関数が持ち上げられる楕円カ
スプ形式または定符号四元数環上の保型形
式の L関数の積になることを示し、我々が扱
ったテータリフトが、上記の３つの代数群上
の保型形式でスピノール L関数が大域的に一
致する例を与えることを示した。この一致は
多くの研究でしばしば除外される、無限素点
や分岐素点を含めた一致である。 
② テータリフトで作った保型形式のレベ
ル構造： 
内部形式 GSp(1,1)及び GSp*(2)上の保型形

式については、有限素点で極大コンパクト群
で右不変であるものを構成した。GSp(1,1)に
ついてはカスプ形式を構成している。テータ
リフトで構成した GSp(2)の保型形式は、その
レベルが持ち上げられる楕円カスプ形式の
レベルの積であるパラモジュラー・カスプ形
式であるが分かっている。このカスプ形式の
うち、レベルが素数の高々２乗の積であるパ
ラモジュラー・カスプ形式により、今述べた
内部形式上の極大コンパクト群で右不変な
保型形式と同じスピノール L関数を持つもの
が構成できることが分かった。 
③ テータリフトが生成する保型表現の局
所成分の表現： 
持ち上げられる楕円カスプ形式が原始的

であることと、定符号四元数環上の保型形式
がヘッケ同時固有的であるという仮定のも
と、上述の GSp(2), GSp(1,1), GSp*(2)への
テータリフトが生成する保型表現(GSp(2)と

GSp(1,1)についてはカスプ保型表現)が既約
であることが証明できる。GSp(2)の場合はブ
ルックス・ロバーツの結果に他ならないが、
GSp(1,1)と GSp*(2)の場合については、アメ
ヤ・ピターレとラルフ・シュミッドとの共同
研究により得た、ヘッケ同時固有形式が生成
する保型表現の既約性に関する一般論を使
う。 実際、我々が構成した GSp(1,1)と
GSp*(2)上の保型形式は、持ち上げられる保
型形式がヘッケ同時固有的なら、ヘッケ同時
固有的であることが証明できこの一般論が
適用可能である。 
 保型表現の既約性が分かると、それは各素
点での既約許容表現の制限テンソル積に分
解できる。GSp(2)へのテータリフトの場合、
ウィーテック・ギャンと武田秀一郎の結果に
より、その有限素点での成分の表現は決定さ
れている。無限素点での既約許容表現はいわ
ゆる「大きい離散系列表現」であり、これは
トーマス・プルツェビンダの結果である。 
内部形式 GSp(1,1), GSp*(2)へのテータリ

フトについては、各有限素点の表現が極大コ
ンパクト群に関する不変ベクトルを持つ、つ
まり「球表現」であることから、各素点での
既約許容表現は、その不変ベクトルのヘッケ
固有値を計算することで決定できることが
知られていることに注意する。これにラル
フ・シュミッドが与えた球表現の明示的な記
述を考え合わせると、この場合のテータリフ
トの各有限素点での既約許容表現が決定で
きる。無限素点での表現は離散系列表現で、
これはジャン・シュ・リ、アネグレット・ポ
ール、エン・シャイ・タン、チェン・ボー・
ツゥーの４人の共著論文の結果である。 
④ 以上の結果の応用： 
これまで、持ち上げられる定符号四元数環

上の保型形式と楕円カスプ形式の重さが等
しい場合の GSp(1,1)の場合のテータリフト、
つまり「荒川リフト」の場合についてフーリ
エ係数の２乗ノルムと保型 L関数の中心値を
明示的に関連付ける公式を得たが、この研究
期間で「重さが等しい」という条件を外して
結果をえることができた。そして上の保型 L
関数の一致に関する結果により、この
GSp(1,1)へのテータリフトのフーリエ係数
をGSp(2)の保型L関数の中心値とも明示的に
関連付けることができた。 
⑤ 研究成果の意義と今後の課題： 
上で述べた通り、ジャッケ・ラングラン

ズ・清水対応は次数２の一般線形群 GL(2)と
その内部形式である定符号四元数環の乗法
群上の保型形式の場合でできている。それ以
外の場合では次数ｎの一般線形群 GL(n)の場
合のバドレスク等の結果が有名である。しか
し本研究のように L関数の一致の例を保型形
式と保型表現両方の観点から与え、保型表現
の局所成分を明示的に与えたジャッケ・ラン



グランズ・清水対応は GL(2)と定符号四元数
環の場合以外に、本研究を除いてないと思わ
れる。 
また本研究では、テータリフトで得た結果

を踏まえ、テータリフト以外の保型形式を含
めた一般の GSp(2)及びその内部形式上の保
型形式ないしは保型表現に対する明示的な
ジャッケ・ラングランズ・清水対応の予想を
与えた。今後の自然な課題として浮かびあが
るのが、この予想をなるべく一般的に解決す
ることである。今回得た結果はテータリフト
の特殊性を使っており、この手法に固執する
だけでは一般的状況での研究方法は分から
ないと思われる。一般的状況での研究を進め
るための方法としては、跡公式を使う必要が
あると思われる。 
 
（２）実数値保型関数のある一般的構成を一
般の対称錐体に対して与えた。具体的には、
正定値実対称行列全体、正定値エルミート行
列全体(複素係数と四元数体係数)、ローレン
ツ錐と一つの例外型である８元数係数の３
次正定値エルミート行列全体、以上の場合に
対して実数値保型関数の統一的な構成方法
を与えた。この研究に関して詳しい説明を以
下の通り与える。 
① 構成方法： 
対称錐体は管型領域と呼ばれる複素対称領
域の虚部に現れる実領域である。我々はこの
対称錐体上の実数値保型関数を、管型領域上
の正則保型形式のフーリエ展開に現れる関
数のある離散群上の平均化を考え、それを対
称錐体に制限することで構成した。これは正
則関数の制限で得られることから実解析的
であることが分かる。そして作り方から消え
ない保型関数の構成を与えている。実際、正
定値の保型関数になっている。 
② 性質： 
作り方から、もう一つ分かることは、管型領
域上の正則保型形式の対称錐体への制限は、
この実数値保型関数の線形結合であること
が分かる。また正定値実対称行列の場合で、
実数値保型関数のテータ級数の要領による
構成が与えられているが、これも我々が構成
した実数値保型関数の線形結合として書け
る。 
③ 研究の意義と課題： 
この研究はある４次元の I型複素対称領域上
のテータ級数をその複素領域の虚部に埋め
込まれている３次元双曲空間に制限して実
数値保型関数を構成した松本-吉田等の仕事
に影響を受けたものである。本研究を通して
彼らの保型関数の構成は、一般的状況では、
IV 対称領域上の正則保型形式をその複素領
域の虚部に埋め込まれている実双曲空間へ
の制限を考えることであるという理解に至
った。またこの保型関数は実解析的保型形式

であるが、ハリスチャンドラが定義した通常
意味での実解析的保型形式とは違う保型形
式であるように思われ、これまでにない新し
いタイプの保型関数の構成を与えていると
期待している。 
 この研究の応用としては、松本‐吉田が与
えた、実数値保型関数による３次元双曲空間
の算術商で与えられる多様体を実アフィン
空間に埋め込む問題の一般化を考えていた
が、結局この研究期間ではよい応用を見つけ
ることがかなわなかった。松本‐吉田等の結
果は制限されるテータ級数の満たす代数的
関係式の情報を使っているが、我々が構成し
た実数値保型関数についてはそのような手
法は期待できないと思われる。松本‐吉田等
の仕事のような幾何学的応用は今後も継続
して探るべきであると考えるが、そのために
は本研究で構成した実数値保型関数につい
ての研究を深めるのみならず、他にも幾何学
的応用につながりそうな、よい保型関数の構
成方法を探っていかねばならないと考えて
いる。 
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