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研究成果の概要（和文）：写像類群の次数付きマグナス表現の忠実性を調べるために、その最初

の次数である Torelli 群のマグナス表現について、核に入るいくつかの元を得た。それらの元が

次の次数のマグナス表現の核に入るかを考察し、核の元でないという事実が得られた。 
 
研究成果の概要（英文）：In order to consider the faithfulness of the graded Magnus 
representation of the mapping class group, we obtained some elements which belong to the 
kernel of the Magnus representation of the Torelli group, which is the first case of the 
graded Magnus representation of the mapping class group. Further we showed that these 
elements do not belong to the second Magnus representation of the mapping class group.  
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１． 研究開始当初の背景 
 
曲面の写像類群は曲面の向きを保つ微分

同相写像のイソトピー類全体として定義さ
れる。写像類群は曲面のタイヒミュラー空間
に作用し、その商空間が古典的に複素解析や
代数幾何の研究対象でもあるリーマン面の
モジュライ空間である。また、リーマン面の
モジュライ空間と曲面バンドルの分類空間
はほぼ等しい空間であることが知られてい
ることから、それらの研究にも写像類群は非
常に大切な役割を果たしていることがわか

る。さらに、曲面上の曲面バンドルのモノド
ロミーには曲面の写像類群が現れることか
ら、写像類群は 4 次元ファイバー空間の理論
への応用も考えられる。しかし写像類群の構
造の解明については未解決な部分がまだ多
い。 
写像類群のマグナス表現はこれまで様々な
研究がなされてきた。写像類群のマグナス表
現は、ひとつ境界をもつ曲面の写像類群から
その曲面の基本群整数による群環を係数に
もつ次数 2g の一般線型群への写像である。
ここで g は曲面の種数とする。また、写像類



群のマグナス表現を用いて高次マグナス表
現が定義される。ここで定義域は写像類群の
元で曲面の基本群の降中心列への作用が自
明なものの全体で、値域は曲面の基本群をそ
の降中心列で割った商群の群環である。特に
その最初の次数のものは Torelli 群のマグナ
ス表現と呼ばれる。Torelli 群のマグナス表現
は忠実でない、すなわち群準同型として単射
でないことが知られているが、それ以外の高
次のマグナス表現については忠実か否かに
ついては知られていない。 
 
 
２．研究の目的 
 
 写像類群に関しての重要な問題のひとつ
として、写像類群や Torelli 群が線型である
か、すなわち有限次元の忠実な表現を持つか 
という問題がある。 

Torelli 群のマグナス表現が忠実かという
問題については忠実でないということが示
されたが、高次のマグナス表現の忠実性につ
いては知られていない。よって高次のマグナ
ス表現の忠実性に関して考察することが本
研究の目的である。 
また、マグナス表現は Fox 微分を用いて定

義される。同様にねじれ Alexander 多項式も
有限表示可能な群に対して、Fox 微分を用い
て定義される。さらに詳しくは、その群の表
現と群の自由アーベル群への全射準同型に
よって定義される不変量である。この不変量
を用いることにより、群の性質を調べること
ができる。たとえば、群の間に全射準同型が
存在すると、それぞれのねじれ Alexander 多
項式は割り切れるという性質があるので、そ
れを用いて、群の間に全射準同型が存在しな
いことを証明できる場合がある。この判定方
法を用いて結び目群の間に全射準同型が存
在するかを決定することもできる。この結果
を踏まええて、結び目群の間の全射準同型に
ついても研究を進める。 
 
 
３．研究の方法 

 
写像類群の高次マグナス表現について、ま

ず考えるべき問題は、Torelli 群のマグナス表
現の核がどのような構造をもつかというこ
とである。例えば、Torelli 群の元がその核に
入る具体的な必要条件もしくは十分条件や、
核は有限生成か否か、等である。同時に像に
ついて調べるためにマグナス表現の像によ
って得られる行列の特性多項式の性質につ
いて研究する。また近年研究の進んでいる写
像類群の重要な部分群である Johnson 
kernelの1-コサイクルdとマグナス表現の関
連について考察する。 

上記の研究結果を用いて、高次マグナス表
現の忠実性について研究を進める。特にこれ
までに見つかっている Torelli 群のマグナス
表現の核の元は全て 2次のマグナス表現の定
義域の元である。それらの元の２次マグナス
表現の像を調べることなどによって２次マ
グナス表現の忠実性について考察する。さら
に同様の考察などにより高次マグナス表現
の忠実性など、マグナス表現の性質について
考察する。 
 結び目群の間の全射準同型について研究
するため、計算機のプログラムを構築し、そ
れによって数多くの計算を行う。 
 
 
４．研究成果 
 
 2009 年度：Torelli 群のマグナス表現の核
の性質を研究した。その核の元で森田準同型
の核に入らないものを探すために森田準同
型を計算する方法を考察する必要がある。一
般的な状況を考えると自由群の自己同型群
の元がその自由群への作用で与えられると
き、その森田準同型の像を計算したい。その
元がジョンソンカーネルに入るかどうかを
調べることは計算機を使えばたやすい。ただ、
分離的単純閉曲線のデーンツイストの積で
表わす表し方は知られていないので、その方
法が分かればよいことになる。この問題の手
始めとして、二つの単純閉曲線が分離的にな
る組でのデーンツイストの組の交換子が分
離的単純閉曲線のデーンツイストの積で表
わす方法を考察した。この問題の特殊な場合
についてはランタンリレーションと呼ばれ
る写像類群の特徴的な関係子を用いて解く
ことができた。たださらに一般的な状況につ
いては分かっていない。この場合については
計算した例については全て森田準同型の値
はゼロになってしまうことを確かめた。また、
同様な元に対して Torelli群のマグナス表現
によって得られる行列の特性多項式を求め
た。これらは計算した例において全て自明に
なった。すなわち単位行列の特性多項式と同
じになった。これも一般的に計算した以外の
例でもそのようになるのかは不明である。こ
れらの計算結果は森田準同型と Torelli群の
マグナス表現の関連を調べる上で基礎的な
データとなるため、今後の研究に大いに役立
つことが期待される。 
2010 年度：写像類群の高次マグナス表現の

計算を行い、その性質を研究した。特に 2次
のマグナス表現と 3次のマグナス表現につい
ての計算例を多く調べた。2 次のマグナス表
現はトレリ群のマグナス表現であり、既に忠
実性については解決しているが、森田準同型
との関係など多くの問題が残っている。森田
準同型は、定義は非常に簡単なものであるが、



性質がよく知られていない上に、ジョンソン
カーネルと呼ばれる近年多くの研究者が研
究している対象との関連から、特に重要性が
高いと思われる。森田準同型とトレリ群のマ
グナス表現の関係を調べるために、計算機に
より多くの計算を行った。知られている結果
として、２つの分離的単純閉曲線でのデーン
ツイストの交換子では森田準同型の値がゼ
ロになることが知られている。よって、この
形をしていないトレリ群のマグナス表現の
核の元を見つけることは大きな問題である。
また、3 次のマグナス表現として、ジョンソ
ンカーネルの元からのマグナス表現の計算
も多く行った。これは計算機上のプログラム
を構築し、それによる計算を行った。この計
算により、トレリ群のマグナス表現の核の 2
つの元を考え、それらの交換子で 3次マグナ
ス表現の核に入るかを計算したが、計算した
例では核に入る元は見つからなかった。これ
により、トレリ群のマグナス表現の核の交換
子が 3次マグナス表現の核には入らないこと
が分かった。これらの計算も森田準同型とマ
グナス表現との関係を調べる上での基礎的
なデータとなり、今後の研究に大いに役立つ
ことが期待される。  

2011 年度：自由結合代数の微分のなすリー
代数のアーベル化について考察を行った。有
理数上のベクトル空間で anti-symmetry と
Jacobi identity を満たす有理数上の双線型
写像を持つものをリー代数と呼び、このとき、
その双線型写像をブラケット写像と呼ぶ。ま
た、リー代数に対して、そのブラケット写像
の像で割ったものをリー代数のアーベル化
と呼ぶ。さらにリー代数が次数付けされ、そ
の次数付けがブラケット写像で閉じている
とき、リー代数のアーベル化は直和分解する
ことができる。その各次数を weight と呼ぶ
ことにする。 

ここでは、２個以上の基底を持つ有理数上
のベクトル空間を考え、それによって生成さ
れる定数部分のないテンソル空間を考える。
このテンソル空間上の自身への線型写像で
（ライプニッツルールのような）ある条件を
満たすものを微分と呼ぶ。この微分の集合は
自然に次数付きリー代数の構造を持つ。ブラ
ケット写像は次数１の部分への作用によっ
て特徴づけられる。このとき、正次数の微分
全体のアーベル化の次数２の部分は元のベ
クトル空間の２階テンソルと同型であるこ
とを示した。これは基底の個数が少ないとき
に森田茂之氏によって示されていたもので
あるが、一般の基底の個数で成立することを
証明した。また、次数が３以上のときは次数
よりも基底の個数が多いとき、すなわち安定
的には正次数の微分全体のアーベル化は消
えることを証明した。これにより正次数の微
分全体はリー代数として安定的には有限生

成であることが示されたことになる。 
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