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研究成果の概要（和文）：非コンパクトリーマン多様体及び無限グラフにおいて、空間の大域的

幾何構造と幾何学的不等式、熱核の長時間挙動の密接な関係は多くの研究者により研究されて

きた。本研究では Sobolev 不等式、Poincare 不等式などの幾何学的不等式の成立条件に関連す

る幾何構造解明を目的に非コンパクトリーマン多様体の連結和を考察し、連結部分の幾何構造

と等周不等式、Poincare 不等式、熱核の長時間挙動の詳細な関係を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：On non-compact Riemannian manifolds and infinite graphs, the 
relationship among global geometric structure, geometric inequalities and long time heat 
kernel behavior is well investigated by many researchers. In this research, we consider  
connected sums and we obtain a precise relationship between a structure of bottleneckness 
and isoperimetric inequality, Poincare inequality and long time heat kernel behavior.
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１．研究開始当初の背景
非コンパクトリーマン多様体及び無限グ

ラフにおいて、空間の幾何構造と Sobolev 不
等式、Poincare 不等式に代表される幾何学的
不等式、および熱核の長時間挙動の密接な関
係は確率論、調和解析、幾何解析等でさまざ
まな解釈があり、これまでに多くの研究者に
より研究が進められてきた。特に Grigoryan, 
Saloff-Coste により９１年に証明された、
「volume doubling 条件のもとで、熱核の
Gauss 型評価、 Poincare 不等式および

Parabolic Harnack 不等式は同値である」と
いう結果はユークリッド空間をはじめ、Ricci
曲率が非負の非コンパクトリーマン多様体
のような「性質の良い」空間上の幾何解析の
一つの枠組みを与える重要な定理である。こ
のような枠組みは多様体で明らかにされた
後、Sturm らによって測度付き距離空間、無
限グラフやフラクタルなどにも拡張され、近
年の幾何解析の発展に非常に重要な役割を
果たしている。一方、この枠組みでは捉えら
れない、連結和のような空間でも Grigoryan, 
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Saloff-Coste らによって熱核の詳しい挙動が
明らかにされるなど、従来の枠組みでは捉え
られないような空間の幾何解析の研究も始
められている。

２．研究の目的
熱核が Gauss 型評価を持つ多様体のクラ

スはとても多くの例があり、大変基本的で重
要あるが、この枠組みには含まれない多様体
も多く存在する。このうちで典型的なものが
本研究で取り扱った連結和の空間である。

連結和の空間は連結部分が「細い」ならば
Poincare 不等式が成立しないことは古くか
ら知られていた。しかしある程度太くしてい
けば Poincare の不等式が成立する。このと
き、従来の枠組みに入るか入らないかのぎり
ぎりの空間から従来の枠組みを特徴づける
幾何構造を抽出することが本研究の第一目
的である。

Grigoryan, Saloff-Coste は２００９年、２
つの非コンパクトリーマン多様体の有界な
連結部分を持つ連結和上の熱核の精密な評
価を得た。この結果は連結和のようなこれま
での枠組みでは幾何解析的に異なる空間で
も幾何解析が展開できることを示唆するも
のである。本研究ではこのけっかを動機とし、
連結和上の幾何学的不等式、連結部分の幾何
構造、および熱核の長時間挙動の関係を詳細
に調べることにより、新たな幾何学的な枠組
みを構築することが本研究の第二の目的で
ある。

１９８０年代からのGromovらによる距離
空間の幾何学の発展以降、Riemann 多様体上
で成立する事実をもとにして測度付き距離
空間上に拡張された概念を構築する研究が
活発に行われている。特に、Lott-Villani、太
田、Sturm らによって最適輸送理論を用いて
Ricci 曲率に相当する概念が構成され、この
Ricci 曲率に相当する条件の制限のもとで
Sobolev 型不等式の研究は現在でも進められ
ており、今後大きな進展が期待されている。
このような距離空間の幾何学の近年の目覚
ましい発展に鑑み、これまでに得た多様体上
での一連の結果を距離空間や無限グラフに
拡張していくことが第三の目的である。

３．研究の方法

（１）研究体制
本研究が展開される研究分野は幾何学、解析
学、確率論の広いエリアにわたるため、以下
の研究協力者の協力を得て行われた。

・Alexander Grigoryan 教授
（ドイツ Bielefeld 大学）

本研究の共同研究者。特に、２１年７月か
ら１１月に Bielefeld 大学に滞在し、非コン

パクトリーマン多様体上の熱核の詳しい挙
動、Sobolev 不等式、等周不等式、Faber-Krahn
不等式などの幾何学的不等式と空間の幾何
構造との密接な関係の解明を共同で行った。
また、非有界集合への hitting probability 
の評価、Dirichlet heat kernel の評価につ
いてのアイデアの提供をうけた。

・Thierry Coulhon 教授（Australian 
National University）

幾何学的不等式と幾何構造の密接な関係
についての最新の研究成果およびアイデア
の提供をうけた。

・熊谷 隆 教授 （京都大学）
多様体上の幾何学的不等式、熱核の長時間

挙動に関する確率論的手法、およびフラクタ
ル上の熱核の挙動などについての最新の研
究成果およびアイデアの提供をうけた。

・太田 慎一 准教授（京都大学）
最適輸送理論を用いた距離空間上の幾何

学についての最新の研究成果およびアイデ
アの提供をうけた。

・小谷 元子 教授（東北大学）
多様体上の熱核の長時間挙動の解析、空間

の幾何構造、およびグラフ上ランダム・ウォ
ークの長時間挙動についての最新の研究成
果およびアイデアの提供をうけた。

（２）学会参加
関連する研究集会、学会に参加し、研究発

表を通じ多くの研究者から最新情報を入手
した。

（３）関連書籍・情報機器
本研究に関連する微分幾何関係、解析関係、

確率論関係の書籍を購入し、基本的事実を入
手した。また、論文作成、研究発表のために
ノートパソコンおよび関連の情報機器を購
入した。

４．研究成果

上記の研究目的から、本研究では２つのユー
クリッド空間を、増大度がα＜１の回転体の
表面で連結した連結和上の熱核について考
察し、以下の成果を得た。

（１）回転体への hitting probability の評
価

Grigoryan, Saloff-Coste は２００２年、
non-parabolic な多様体上のコンパクト部分
集合へのhitting probability の精密な評価
を得た。この結果の拡張として、非有界な部
分集合への hitting probability の計算方法



を考察し、これを用いて回転面への hitting 
probability の精密な評価を得た。

（２）連結和上の等周不等式、熱核の global
な Gauss 型評価

連結和の連結部分に適切な条件があると
き、連結和上の等周不等式を証明した。これ
を用いて回転面での連結和上で等周不等式
が成り立つことを明らかにした。これにより、
連結和上で熱核の上からのGauss型評価が成
り立つことがわかった。

（３）連結和上の熱核の上からの精密な評価
２００９年に Grigoryan, Saloff-Coste に

より得られた有界な部分で連結した連結和
上の熱核の評価の拡張として、４－１、４－
２の結果を用いて、回転面で連結した連結和
上の熱核の上からの精密な評価を得た。

（４）Dirichlet heat kernel の下からの
Gauss 型評価

連結和上の熱核の下からの評価を求める
とき、片方の空間上での Dirichlet heat 
kernel の評 価 は 重要 な 役割 を も つ。
Grigoryan, Saloff-Coste は２００２年、空
間からコンパクト集合を取り除いた空間の
Dirichlet heat kernel が良い評価を持つこ
とを明らかにした。本研究では、熱核が Gauss
型評価を持つ多様体から非コンパクト部分
集合を取り除いた部分の Dirichlet 境界条
件のもとでの熱核の下からの Gauss型評価を
求めた。

（５）連結和上の熱核の下からの精密な評価
Grigoryan, Saloff-Coste が２００９年に

得た有界な連結部分の連結和の熱核の評価
の拡張として、４－１、４－４の結果を用い
て、連結和上の熱核の下からの評価を得た。
これにより熱核を上下から同じオーダーで
評価できたことになり、シャープな評価が得
られた。
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