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研究成果の概要（和文）：CAT(k)空間に代表される曲率が上に有界な距離空間に対して，計量
的幾何学と幾何学的トポロジーの融合を目指した．主に，Lytchak 氏との共同研究として，
CAT(k)空間に対する壁型特異性の研究，CAT(k)空間内の最も特異性の弱い非多様体点に対す
る多面体位相正則性の研究，CAT(0)空間に対する漸近的位相正則性の研究について取り組み，
汎用性の高い成果を得た． 
 
 
研究成果の概要（英文）：For spaces with curvature bounded above, especially CAT(k) spaces, 
I have aimed to unite the metric geometry with the geometric topology. As joint works with 
Lytchak, I have mainly tried to study the wall type singularity of CAT(k) spaces, the 
polyhedral local topological regularity of CAT(k) spaces, and the asymptotic topological 
regularity of CAT(0) spaces, and obtain several versatile results.  
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１．研究開始当初の背景 
 Alexandrov を祖とする曲率が上に有界な
距離空間の理論は，Gromov の提唱した幾何学
的群論の基礎にもなっており，多方面からそ
の価値が再認識されている．特に，大域的に

曲率が k以下の空間は，CAT(k)空間と呼ばれ，
本質的な研究対象である．完備 Riemann 多様
体が CAT(k)であるための必要十分条件は，断
面曲率が一様にk以下かつ単射半径が定曲率
kの空間形の直径以上であることである． 
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 一般には CAT(k)空間の幾何構造は複雑で
野性的である．例えば，Kleiner（Math. Z., 
1999）により局所コンパクトで測地的完備な
2次元 CAT(k)空間でも多面体構造を許容する
とは限らないことが指摘され，研究代表者（J. 
Math. Soc. Japan, 1999）によりその具体例
が構成された．一方で，任意の有限単体複体
の幾何学的実現は CAT(1)距離を許容する．ま
た，任意の CAT(k)空間は局所可縮であり ANR
（絶対近傍レトラクト）である．幾何トポロ
ジーの観点から CAT(k)空間を研究すること
は自然である． 
 研究開始当初は，研究代表者と Lytchak 氏
（現ケルン大学）による一連の共同研究によ
って，関連する以下の性質が証明されていた． 
 
(1) CAT(k)空間の特異点集合の求積可能性． 
 局所コンパクトで測地的完備な n 次元
CAT(k)空間において，非多様体点全体からな
る位相特異点集合は，(n-1)次元 Hausdorff
測度に関して可算求積可能であり，特にその
Hausdorff 次元は n-1 以下である． 
 
(2) CAT(k)空間の局所位相正則性． 
 未解決であった Alexandrov の問題は，肯
定的である．即ち，局所コンパクトで測地的
完備なCAT(k)空間Xがn次元位相多様体であ
ることと，X の任意の点における方向空間（X
が多面体であればリンクに相等，Riemann 多
様体であれば単位接球面に相等）が(n-1)次
元球面とホモトピー同値であることは，必要
十分である 
 
(3) CAT(1)空間に対する球面定理． 
 コンパクトで測地的完備な n 次元 CAT(1)
空間は，互いに距離がπ以上である 3 点の組
を許容しなければ，n 次元球面と同相である 
 
 
２．研究の目的 
 本研究は，CAT(k)空間の計量的な幾何学と， 
幾何学的トポロジーの多様体分解理論やホ
モトピー制御理論との融合を目指した．以下
では，研究開始当初の本研究の主な目標を具
体的に 3つ列挙する． 
 
(1) CAT(k)空間の多面体位相正則性． 
 次は多面体構造の計量的特徴付けである． 
 
予想．n を 2 以上の自然数とし，T を 3 個の
点からなる離散距離空間とする．局所コンパ
クトで測地的完備なn次元CAT(k)空間X内の
任意の非多様体点 x に対して，x における方
向空間が(n-2)次元単位球面と T との球面的
結とGromov-Hausdorff 距離で十分近ければ，
Xは n 次元多面体構造を許容するであろう． 
 

 この予想は，最も特異性が弱い非多様体点
に対する位相正則性であり，前述の局所位相
正則性の発展版と看做せる．仮に，X が適当
な n 次元多面体であれば，n 次元面が 3 つ隣
接するような余次元 1の面の内点では，方向
空間が(n-2)次元単位球面と T との球面的結
となる． 
 
(2) CAT(k)空間の無限小位相正則性． 
 局所位相正則性の無限小版として，次が成
立することが期待できる． 
 
予想．局所コンパクトで測地的完備な CAT(k)
空間内の点 x が n 次元多様体点であることと，
x における方向空間が(n-1)次元球面とホモ
トピー同値であることは，必要十分であろ
う. 
 
 この予想が nが 2 に等しいとき正しいこと
は，研究代表者（Pacific J. Math., 2002）
により示されている． 
 
(3) CAT(0)位相多様体の端の研究． 
 次は Gromov(1981)による予想に基づく． 
 
予想．4次元位相多様体は，CAT(0)であれば，
4次元 Euclid 空間と同相であろう． 
 
 この問題には，P. Thurston（J. Geom. Anal., 
1996）により，ある位相的な仮定の下で部分
的 解 答 が 得 ら れ て い る ． 一 方 で 、
Davis-Januszkiewicz （ J. Differential 
Geom., 1991）により，5 以上のすべての自然
数に対して，n 次元 Euclid 空間と同相でない
n次元 CAT(0)位相多様体が構成されている． 
 
 
３．研究の方法 
(1) CAT(k)空間の多面体位相正則性． 
 2 以上の自然数 n に対し，局所コンパ
クトで測地的完備な n次元 CAT(k)空間 X
内の点 x が壁点であるとは，x における
方向空間が(n-2)次元標準単位球面と 3
個以上の点からなる離散距離空間との
球面的結に等長的であるときにいう． 
 多面体位相正則性を示すために，まず，壁
型特異性として，壁点の近傍を研究する．具
体的には，任意の壁点に対して，任意に近い
ある点は，(n-1)次元円板と樹木の直積空間
に同相な近傍を持つことが予想される．その
証明中で培った技法を目標である多面体位
相正則性の証明に応用する． 
 
(2) CAT(k)空間の無限小位相正則性． 
 目標に迫るため，多面体位相正則性を発展
させる形で，特異性の弱い非多様体点の研究
を行う． 



 まず，壁点より少し特異性の強い非多様体
点を考える．2 以上の自然数 n に対し，
局所コンパクトで測地的完備な n 次元
CAT(k)空間 X 内の非多様体点 x に対して，
x における方向空間が(n-2)次元標準単位球
面と 3 個以上の点からなる離散距離空間 Tと
の球面的結に Gromov-Hausdorff 距離で十分
近いと仮定する．このとき，x の十分小の近
傍は高々有限個のn次元円板の和集合として
表されることが期待できる．なお，T が 3 個
の離散距離空間である場合は，本研究の目標
の１つである多面体位相正則性である． 
 この予想を肯定的に解決した後，既知であ
る CAT(k)空間の特異点集合の求積可能性の
研究と組み合わせることによって，解決の糸
口を探ることにする． 
 
(3) CAT(0)位相多様体の端の研究． 
 一般に，任意の CAT(0)空間は可縮である．
様々な研究者の貢献により，可縮な n 次元位
相多様体が n 次元 Euclid 空間と同相である
ための必要十分条件は，その多様体が無限遠
単連結であることである．したがって， 4 次
元 CAT(0)位相多様体に対して，無限遠単連結
性を調べれば良い． 
 P. Thurston(J. Geom. Anal., 1996)によ
る部分的解答は，幾何学的トポロジーの技法
のみにより得られているが，無限遠単連結性
を経由していない．本研究では，CAT(0)空間
の計量的な幾何学を用いて，無限遠単連結性
について考察する． 
 
 
４．研究成果 
 Lytchak 氏（現ケルン大学）との曲率が上
に有界な距離空間に対する求積可能性，局所
位相正則性， CAT(1)空間に対する球面定理
などの一連の共同研究を研究論文の完成に
向けて推進した． 
 本研究で新たに得られた成果は，以下に述
べる通りである．いずれの成果も Lytchak 氏
との共同研究である． 
 
(1) CAT(k)空間の微分構造の存在性． 
 CAT(k)空間の局所構造の計量的な研究の
過程で，弱い意味での微分構造の存在性に関
する次の定理を得た． 
 
定理．局所コンパクトで測地的完備な n 次元
CAT(k)空間 X には，n 次元 Hausdorff 測度に
関して全測度である，n 次元計量的正則集合
上に DC 微分構造と，その構造に付随した有
界変動な Riemann 計量が存在する． 
 
(2) CAT(k)空間に対する壁型特異性．                 
 まず，壁型特異性として，次を示した． 
 

定理．n を 2 以上の自然数とし，X を局
所コンパクトで測地的完備な n 次元
CAT(k)空間とする．このとき，任意の壁
点に対し，任意に近いある点は，(n-1)次元
円板と樹木の直積空間に同相な近傍を持つ． 
  
 さらに，応用として，壁点の存在性に関す
る次の特徴付けを証明した． 
 
定理．n を 2 以上の自然数とし，X を局
所コンパクトで測地的完備な n 次元
CAT(k)空間とする．このとき，X が壁点
を許容しないことと，X の位相的特異点集合
や計量的特異点集合の被覆次元や Hausdorff
次元が n-2 以下であることは，必要十分であ
る．さらに，これらのことが成り立つための
必要十分条件は，どの点の方向空間も壁
点を許容しないことである． 
 
(3) CAT(k)空間に対する多面体位相正則性．  
  
 多面体位相正則性定理として，最も特異性
の弱い非多様体点に対する次の定理を得た． 
 
定理．n を 2 以上の自然数とし，T を 3 個の
点からなる離散距離空間とする．局所コンパ
クトで測地的完備なn次元CAT(k)空間X内の 
任意の非多様体点 x に対して，x における方
向空間が(n-2)次元標準単位球面と T との球
面的結に Gromov-Hausdorff 距離で十分近い
と仮定する．このとき，x は(n-1)次元円板と
T を端点にもつ樹木との直積空間に双
Lipschitz 同相な近傍を持つ．特に，X は n
次元多面体構造を許容する． 
 
 この定理において，T が 3 個以上の点から
なる離散距離空間であれば，x の十分小の近
傍は高々有限個のn次元円板の和集合である．
さらに，互いに異なるそれらの n 次元円板を
任意に 2 つ選べば，その和集合は(n-1)次元
円板と 3個の離散距離空間を端点にもつ樹木
との直積空間に双 Lipschitz 同相である．こ
れらの新しい知見が，無限小位相正則性の問
題の解決の糸口となることが期待される． 
 
(4) CAT(0)空間に対する漸近的位相正則性． 
 CAT(0)位相多様体に対する端の研究の 1つ
として，CAT(0)空間がいつ Euclid 空間と同
相になるかに関して，次のように理想境界を
用いて計量的に記述した． 
 
定理．測地的完備な n次元 CAT(0)空間 X の 
Tits 理想境界が(n-1)次元標準単位球面に 
Gromov-Hausdorff 距離で十分近ければ，Xは
n次元Euclid空間と双Lipschitz同相である．
特に，X は無限遠単連結である． 
 



 なお，この定理は，X に位相多様体である
ことや，局所コンパクトであることを仮定し
ないで，成立することに注意する．また，Tits
理想境界がコンパクトであることも仮定せ
ずに成り立つ． 
 
 以上(1)-(4)で述べた Lytchak 氏との共同
研究の成果は，現在執筆中の一連の研究論文
で述べる予定である．Lytchak 氏との一連の
共同研究は，いずれも CAT(k)空間に代表され
る曲率が上に有界な距離空間の計量構造や
位相構造に関する汎用性の高い結果である．
曲率が上に有界な空間の計量的な幾何学と
幾何学的トポロジーの融合として，今後の発
展が期待される． 
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