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研究成果の概要（和文）：ラグランジュ型写像類群と呼ばれる曲面の写像類群の部分群の構造を
調べる際に重要な役割を果たす写像類群の Johnson-Morita 理論に関連して，有理第５，６ 
Johnson 準同型の像を決定した. また， Johnson 準同型と関連するいくつかの Lie 代数につ
いて，それらのアーベル化の計算を中心とした構造の解析を行った（森田茂之氏，鈴木正明氏と
の共同研究）．その中で「associative case」と呼ばれる状況においてはアーベル化を完全に決定
し，その応用としてリーマン面のモジュライ空間の最高次有理ホモロジー群が消滅するという結
果を得た．  
 
研究成果の概要（英文）：Johnson-Morita theory plays an important role in the study of 

subgroups of mapping class groups of surfaces called Lagrangian mapping class groups. We 

determined the images of the rational fifth and sixth Johnson homomorphisms and studied 

the structures of related Lie algebras (Joint work with Shigeyuki Morita and Masaaki 

Suzuki). In particular, we determined the abelianization of so-called “the associative case” 
and showed that the highest rational homology group of the moduli space of Riemann 
surfaces vanish.  
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１．研究開始当初の背景 

 

曲面の写像類群は幾何，代数，函数論，数理
物理など数学の様々な場面に現れる基本的
かつ重要な対象であり，位相幾何の視点から
は , 写像類群は曲面束の理論をはじめ , 

Heegaard 分解や写像トーラスなどを通じ
て 3 次元多様体論と深い関連を持っている．

とくに，写像類群の（有理）コホモロジーは
曲面束の特性類を与えるとともに，リーマン
面のモジュライ空間という歴史的にも重要
な空間のコホモロジーを与えることが知ら
れている. ２００２年に Madsen と Weiss 

により，写像類群の有理コホモロジー環は安
定的には Morita-Miller-Mumford 類（以下 

MMM 類と略す）と呼ばれるものたちによっ
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て生成される多項式代数と一致することが
示されたが，その振る舞いに関しては未だに
よくわからない部分が多い．とくに，このこ
とに関連する，２０年ほど前から懸案となっ
ている問題として，「偶数番目の MMM 類は
トレリ群に制限しても非自明か？」というも
のがある. 有理数係数のときに，奇数番目の 

MMM 類がトレリ群上で自明であることは
知られている. ここでトレリ群とは,写像類
群の代表的な部分群であって，Johnson によ
る先駆的な仕事をきっかけとして , 今日
Johnson-Morita 理論として写像類群を調べ
る上で不可欠な理論が構成される出発点と
なった群である．そのような重要性にも関わ
らず, 有限表示可能性の決定も含め, トレリ
群には重要な問題が多く残っており, しかも, 

足がかりとなるような事実がまだ少ないと
いうことが研究者たちの間で認識されてい
た． 

 

２．研究の目的 

 

上記のような状況において，本研究ではラグ
ランジュ型写像類群と呼ばれる写像類群と
トレリ群の中間に位置する部分群たちを調
べることによってトレリ群の構造に迫る，と
いう新しいアプローチを行おうとするもの
であった．具体的問題として 

 

(1) ラグランジュ型写像類群が有限表示可能
かどうかを決定する．  

(2) カップ積によるラグランジュ型写像類群
の高次のコホモロジー類の構成． 

(3) MMM 類がラグランジュ型写像類群上で
生き残るかどうかを決定する．  

(4) ラグランジュ型写像類群に特化した 

Johnson-Morita 理論の精密化を行い，非安
定コホモロジー類を構成する． 

 

を設定していた． 

 

３．研究の方法 

 

(1) 上記の４つの問題は原則としてそれぞれ
独立に進めることができるが，(3), (4) につ
いては (1), (2) の結果に依存する部分もあ
るため，まずは (1), (2) から取り組み，進展
に応じて (3), (4) に取り組んでいった．研究
を進めるにあたっては， Johnson-Morita 理
論における具体的で大量の計算を行うため，
数式処理ソフトウェア Mathematica を用
いて一連のプログラムを作成し，それを実行
することでいくつかの結果を得た（雑誌論文
③）．最終年度では森田茂之氏，鈴木正明氏
（秋田大学）との直接の議論の場を定期的に
設け，具体的な計算を行うとともに，それか
ら得られた知見を用いて理論的考察を進め

ていった．  

 

(2) 研究発表のため, チャーン研究所（中国），
オーフス大学（デンマーク）,ボン大学（ド
イツ），Centre de Recerca Matematica, 

Bellaterra (スペイン)，Oberwolfach 数学研
究所（ドイツ）を訪問し，そこで行われた国
際学会やセミナーにおいて講演を行った．加
えて，現地の数学者と議論を通じて様々な知
見を得るとともに，最新の情報の収集を行っ
た．国内においてもいくつかの研究集会にて
招待講演を行った． 
 

(3) 本研究に関連して，２０１１年３月に
「 Spring School: Moduli Spaces and 

Characteristic Classes」というタイトルの研
究集会を開催し，その後で招待講演者と議論
を行う予定で準備を進めていたが，震災の影
響により中止となってしまった.  

 
４．研究成果 
 
本研究成果をまとめた論文の中で主たるも
のは雑誌論文①であり，１次のホモロジー群
の決定や２次の部分の評価，有理数係数にお
いて奇数番目の MMM 類がラグランジュ型写
像類群上ですべて消滅することなど含む高
次の部分についての考察がまとめられてい
る．以下，「研究の目的」欄で挙げた具体的
問題に対する成果を具体的に述べる． 
 
(1) ラグランジュ型写像類群が有限表示可
能かどうかという問題については，その群が
作用するいくつかの複体の構造を調べたも
のの，残念ながら解答を得ることができなか
った. しかしながら，その複体に関する知見
により，(4)の③の項の背後にある理論の理
解の大きな手助けとなった． 
 
(2) １次のコホモロジー群のカップ積とし
て得られるコホモロジー類については，組み
紐群のコホモロジー環の構造との比較を通
じて十分に多くの非自明な元が得られるこ
とがわかった．この内容は雑誌論文①にまと
められている． 
 
(3) 有理数係数において奇数番目の MMM 類
がラグランジュ型写像類群上ですべて消滅
するという結果を得ることができたが，この
結果をまとめたプレプリントを発表した同
時期に J. Giansiracusa と U. Tillmann に
よって直接的な関連を持つ内容のプレプリ
ントが発表された．その論文の結果との比較
を行うことで，得られた結果をより幾何的に
解釈することができた．また，偶数番目の 
MMM 類の振る舞いについて彼らと意見交換
を行った．なお，偶数番目の MMM 類のラグ



 

 

ランジュ型写像類群上の振る舞いについて
は，当初の計画では３つのステップを想定し
て い た が , ２ ０ １ ０ 年 度 の ６ 月 に 
A.Hatcher によって報告された結果を用い
ると, その最初のステップが解決されるこ
とがわかり，議論の詳細に関する情報を集め
るとともに（しかしながら論文は本研究期間
終了の時点でも未発表），関連している事項
の学習を行った．  
 
(4) この問題については内容をさらに細か
く分けて報告する． 
 
① 第２ Johnson 準同型の像空間の 加群と
しての構造を, これまでに知られていた横
溝勇次氏の結果を踏まえて，グラフを用いて
記述し直した. その成果は今後の研究へと
繋がっていくステップであるとともに，東京
農工大学の合田洋氏と共同で行っている, 
Johnson-Morita 理論の結び目理論への応用
の研究において重要な役割を果たした（雑誌
論文③）.  
 
② ２０１０年度に発表された榎本-佐藤の
障害の理論を利用して, 写像類群の有理第
５Johnson 準同型の像を決定した. それに
引き続き，森田茂之氏，鈴木正明氏との共同
研究により，有理第６Johnson 準同型の像を
決定することに成功した. その中で，第５ま
での Johnson 準同型の像を決定する際に見
られなかった，榎本-佐藤の障害では判定で
きない項が存在することを直接的な方法に
より証明した．このような現象はより高次の
場合にも現れることが考えられ，今後更に精
密な判定方法が必要となることがわかった． 
  
③ Johnson 準同型の像のなすリー代数と密
接な関係を持ついくつかの Lie 代数に関し
て，そのアーベル化の計算を行った（森田茂
之氏，鈴木正明氏との共同研究）．とくに
「associative case」と呼ばれる状況におい
てはアーベル化を完全に決定し，その応用と
してリーマン面のモジュライ空間の最高次
有理ホモロジー群が消滅するという重要な
結果を得た．以上の結果を論文にまとめ，プ
レプリントとして発表した．また，「Lie case」
と呼ばれる状況についても，アーベル化に現
れる新たな項の具体的記述を与えた．この場
合のアーベル化の完全な記述については更
なる研究が必要である． 
 

以上に加えて A.Papadopoulos 氏が編集をし
ている「Handbook of Teichmueller theory」
という本に当研究内容に関連したサーベイ
論文を書く機会を与えられ, その論文を執
筆した. 
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