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研究成果の概要（和文）：(1) 空間グラフの Alexander 不変量の研究を行ない, 補空間の基本群

の無限巡回群への準同型に関する Alexander 行列の初等イデアルに関する成果を得た. (2) 空

間グラフの有限型不変量による分類の研究を行ない, 空間シータ曲線及び空間 4頂点完全グラ

フの各種分類定理を得た. (3) グラフの結び目及び絡み目内在性の研究を行ない, 整数版

Conway-Gordon 型定理, 及び新種の非自明内在性の発見等の成果を挙げた. 

 
研究成果の概要（英文）：(1) We obtained the result about Alexander invariants of spatial 
graphs, in particular, the elementary ideals of Alexander matrix with respect to a 
homomorphism from the fundamental group of the spatial graph complement to the infinite 
cyclic group. (2) We gave several classification theorems for spatial theta curves and 
spatial complete graph on four vertices by the finite type invariants. (3) We obtained 
the result about the intrinsic knottedness and linkedness for graphs, in particular, an 
integer-version of the Conway-Gordon type theorem and a new kind of intrinsic 
nontriviality for graphs. 
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１．研究開始当初の背景 
 
空間グラフの分類問題に代表される大域的
研究, 及び結び目や絡み目の内在性に代表さ
れる複雑度の研究は, ともに結び目や絡み目
とは異なる現象を有することをその動機と
する重要な課題である. 2000 年代中盤頃まで

は, いずれの研究においても, 結び目理論の
既知の事実とグラフ理論による組み合わせ
的手法が主流となっていたが, 2000 年代後半
にかけて, 代表者は空間グラフの正則射影図
の平面的トポロジーに着目し, 代数的トポロ
ジーの観点から研究を進めるという着想に
至った. 代数的トポロジーの手法は全ての空
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間グラフに適用できるという利点を持ち, 空
間グラフの統一的取り扱いに際して非常に
有効である. 特に研究開始当初は, 既に空間
グラフの補空間の基本群や配置空間のコホ
モロジー群などから得られる古典的な代数
的不変量の応用による成果を積み上げつつ
あり, 更なる現代的かつ本質的な進展が望ま
れる状況であった. 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は, 空間グラフに特有のトポ
ロジカルな性質を, 特に代数的トポロジー
に根ざした不変量を用いて解明することで
あり, 具体的には以下の 2つを柱に据えた.  
 
(1) 空間グラフの研究においては, グラフ
毎にそれぞれの結び目理論が存在し, それ
らの統一的な取り扱いは重要なテーマであ
る. そこで, 全ての空間グラフに定義でき, 
かつ実際に計算可能な不変量として, 代数
的トポロジーの手法により定義される不変
量を考え, その応用を見出す.  
 
(2) 空間グラフの補空間の基本群は, 全て
の空間グラフに定義される不変量として知
られている. 特に結び目や絡み目の場合は
良く研究されており, 補空間の基本群から
Alexander 不変量などの代数的不変量が組織
的に導かれ, 多くの優れた応用がある. そ
こで, 結び目や絡み目とは限らない空間グ
ラフの補空間の基本群から各種代数的不変
量を導出し, その応用を見出す. 
 
３．研究の方法 
 
(1) 任意の空間グラフには, それを変形レ
トラクトとして内部に持つ有向コンパクト
曲面が付随し, 特に空間シータ曲線及び空
間 4頂点完全グラフの場合, この付随曲面で
Seifert 絡み形式の消えたものは 3 次元球面
のアンビエント・イソトピーで一意的である
(Kauffman-Simon-Wolcott-Zhao). そこで空
間シータ曲線及び空間 4頂点完全グラフにお
いて, それらの一意的な付随曲面の境界の
連結成分として得られる結び目の有限型不
変量をもとの空間グラフの不変量として採
用し, 分類問題に応用することを考えた.  
 
(2) 不足度 1の有限表示群の無限巡回群への
準同型に関する Alexander 行列の 1番初等イ
デアルが常に単項イデアルとなることは良
く知られている(Fox). 結び目群, 即ち結び
目の補空間の基本群は不足度 1の表示を持つ
のでそれを応用できて, 特に結び目群のア
ーベル化に関する Alexander 行列の 1番初等
イデアルの生成元が Alexander多項式である. 

一方, 結び目や絡み目とは限らない空間グ
ラフの補空間の基本群の不足度 d は一般に
1 以上である. そこで, 不足度が自然数 d 
の有限表示群の無限巡回群への準同型に関
する Alexander 行列の d 番初等イデアルの
生成系を調べて, 空間グラフの補空間の基
本群に適用することを考えた.  
 
(3) グラフは, その任意の空間埋め込みの
像が非分離絡み目を含むとき絡み目内在と
呼ばれ, 一方非自明結び目を含むとき結び
目内在であると呼ばれる. 空間グラフのホ
モロジー不変量と, 空間グラフ内の結び目
の不変量との間の深い関係が, 本橋-谷山, 
谷山-安原, 新國らにより明らかにされてい
る. そこで, グラフに部分グラフとして含
まれる絡み目内在グラフたちの位置関係や
グラフの 1次元ホモロジーを駆使して, 空間
グラフ内の 2成分絡み目の絡み数を調べて空
間グラフ内の結び目の不変量の情報を引き
出し, 結び目内在グラフの研究に応用した.  
 
４．研究成果 
 
(1) 安原 晃氏(東京学芸大学)との共同研究
により, 空間シータ曲線の C 5 分類, 及び空
間 4頂点完全グラフの C 5 分類を, それぞれ
具体的な代数的不変量の族によって与えた. 
ここで自然数 k に対し, 空間グラフ上の C k 
変形とは, Goussarov, 葉廣によって独立に
導入された局所変形であり, 2 つの空間グラ
フが C k 同値であるとは, それらが有限回の 
C k 変形とアンビエント・イソトピーで移り
合うときをいう. 系として, 5 以上の自然数 
k に対し, 2 つの空間シータ曲線(もしくは 2
つの空間 4 頂点完全グラフ)が C k 同値であ
るための必要十分条件は, それらの次数 k 
-1 以下の有限型不変量が一致することであ
ることを示した. 
 
(2) グラフの Heawood 族とは, 7 頂点完全グ
ラフ K 7 から有限回の △Y 変換, もしくは 
Y△ 変換と呼ばれる操作で得られるグラフ
の同型類全体の集合をいう. K 7 から △Y 変
換のみで得られるグラフは結び目内在であ
るが(Motwani-Raghunathan-Saran), 一方,  
△Y 変換と Y△ 変換の両方を用いて得られ
るグラフで結び目内在でないものが存在す
ることが指摘されていた(Flapan-Naimi). 
そこで花木 良氏(奈良教育大学), 谷山 公
規氏(早稲田大学), 山崎 晶子氏(東京女子
大学)との共同研究により, Heawood族に属す
るグラフが結び目内在であるための必要十
分条件は, そのグラフが K 7 から △Y 変換
のみで得られることを示し, 更に K 7 から 
△Y 変換のみで得られないグラフは, その
空間埋め込みの像が必ず非自明な結び目か, 



 

 

またはどの 2成分部分絡み目も分離不能であ
るような 3成分絡み目を含むことを示した.  
 
(3) 佐藤 友美氏(東京女子大学)との共同研
究により, 一般に不足度が自然数 d の有限
表示群の無限巡回群への準同型に関する
Alexander 行列の d 番初等イデアルの生成
系を具体的に 1つ求めた. この生成系は, も
との有限表示群の生成元が n 個ならば, 
高々 nC d -1 個の元から成り, 不足度 1の有限
表示群の無限巡回群への準同型に関する
Alexander 行列の 1 番初等イデアルが常に単
項イデアルとなるという Fox の定理の一般化
となっている.  
 
(4) 佐藤 友美氏(東京女子大学)との共同研
究により, 3以上の自然数 n に対し, 鈴木の
空間 θn 曲線と呼ばれる空間グラフについ
て, その補空間の基本群の, 無限巡回群へ
のある準同型に関する Alexander 行列の初等
イデアルを完全に決定した. これは, 鈴木
の空間 θn 曲線の補空間の基本群の, 周期 
n の巡回群への準同型に関する初等イデア
ルの鈴木による計算結果(鈴木)の拡張であ
り, 系として, この準同型に関する鈴木の
空間 θn 曲線の(1 変数)Alexander 多項式が, 
3 以上の任意の自然数 n について得られた.  
 
(5) 任意の空間 6 頂点完全グラフについて, 
その絡み目成分の絡み数の総和は 2を法とし
て 1であり, また, 任意の空間 7頂点完全グ
ラフについて, 全ての頂点を含む結び目成
分の Conway 多項式の 2 次の係数の総和も 2
を法として 1 であることは, それぞれ
Conway-Gordon の定理として良く知られてお
り, 更に新國によって, その整数上への精
密化公式も得られている. そこで谷山 公規
氏(早稲田大学)との共同研究により, 6 頂点
完全グラフ及び 7 頂点完全グラフに △Y 変
換を有限回施すことで得られるそれぞれの
グラフについて, Conway-Gordon 型定理, 及
びその整数上への精密化公式を与えた.  
 
(6) 6 頂点完全グラフ K 6 に △Y 変換及び Y
△ 変換を有限回施して得られるグラフの同
型類の集合をPetersen族といい, ちょうど7
つのグラフからなる. これら 7つの任意のグ
ラフの空間埋め込みの像の絡み目成分の絡
み 数 の 総 和 は 必 ず 奇 数 で あ る こ と が
Conway-Gordon 及び Sachs らによって示され
ており, 更に 7 つ中 3 つのグラフについて, 
その整数上への精密化公式が , 新國 , 
O'Donnol, 新國-谷山によって, 絡み目成分
の絡み数の 2 乗と結び目成分の Conway 多項
式の 2次の係数を用いて具体的に記述されて
いた. そこで橋本 広香氏(東京女子大学)と
の共同研究により, 残り 4つのグラフについ

ても, 同様の整数上への精密化公式を具体
的に与えた.  
 
(7) 完全 4 部グラフ K 3,3,1,1 の空間埋め込み
の像が必ず非自明結び目を含むことは Foisy
によって示されていたが, 橋本 広香氏(東
京女子大学)との共同研究により, K 3,3,1,1 の
空間埋め込みに対し, 絡み目成分の絡み数
の 2 乗と結び目成分の Conway 多項式の 2 次
の係数を用いた整数上の従属関係式を与え
ることで Foisy の結果を精密化した. また, 
K 3,3,1,1 に有限回の △Y 変換を施して得られ
る 26 個のグラフについても同様の従属関係
式を得た. 系として, K 3,3,1,1 の任意の直線
型空間埋め込みの像は, 全ての頂点を含む
非自明結び目を必ず含むことを示した. 
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