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研究成果の概要（和文）：本研究では，非圧縮性粘性流体の二相問題に対するフェーズフィール

ドモデルを対象に，有限要素法による数値計算手法の開発と妥当性・正当性の解析を行った．

特に，数学的枠組み(数値解析向けの定式化)の研究，および数値実験による発見的考察と結果

の検証に最も力を入れた．結果的に，多相流体現象とその数学理論およびその数値計算手法に，

今までになかった視点からの新しい寄与をなした．  

 
研究成果の概要（英文）：In this work, I have developed new methods of analysis for the finite 

element method applied to the two-phase problem of the viscous incompressible fluid based 

on the phase field model. In particular, I have studied a suitable mathematical framework 

to treat those problems. The main contribution of this work was to give a new methodology 

on the mathematical theory and numerical analysis of multi-phase fluid-flow problems. 
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1. 研究開始当初の背景 

非圧縮性粘性流体の多相(水と油，空気など)

問題は，理工医学において様々な形で現れる，

基本的でありがなら現在的な研究課題であ

る．数学的には，粘性や密度等を不連続係数

として持つ Navier-Stokes 方程式と，流体各相

の境目(界面)における接合条件とその時間発

展で運動が記述される．その数値計算手法は，

界面追跡法と界面捕捉法とに大別される．前

者は，界面の変化に合わせて離散格子(メッシ

ュ)を再構成する方法であり，界面が数値的に

表現しやすく，高精度の数値解が得られるが，

界面の大きな変形やトポロジカルな変化(た

とえば流体各相の分離や結合など)には全く

対応できず，この方法で対処できる現象はか

なり限られたものとなる．一方，後者の界面
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捕捉法では，擬密度関数(あるいはレベルセッ

ト関数)を導入し，界面をその等高面という形

で陰的に扱う．したがって，少なくとも偏微

分方程式の段階では，界面の大きな変形やト

ポロジカルな変化に柔軟に対応でき，広範囲

の現象が扱える．また，界面捕捉法では，通

常，界面の運動を，擬密度関数に対する移流

方程式で表現し，これを流速・圧力の計算と

同じ固定メッシュを用いて計算する．しかし

ながら，擬密度関数の等高面は一般にメッシ

ュの節点上では定義されず，したがって界面

形状を表現するために複雑な幾何計算が必

要になったり，流体の(各相の)体積保存が壊

れてしまったりなどの，別の問題が生じる．

また，同じ原因で，解の正則性に応じた数値

解の精度が実際には得られない．このような

問題点を克服するために，数理モデリングの

段階で界面に「厚み」を持たせた方程式を導

出し，計算を行うという，いわゆる diffuse 

interface 法が考案された．この中で，現在，

計算の現場において最も応用されているも

のの一つにフェーズフィールド法がある

(Gurtin et al. 1996, Jacqmin 1999 など)．フェー

ズフィールド法は，表面積分で表わされる全

界面自由エネルギーを，フェーズフィールド

関数(オーダーパラメータ)を導入することに

より，体積分で近似することに基づいている．

たとえば，二相流体を考えるとき，フェーズ

フィールド関数の符号が各流体に対応して

いると考える．全界面自由エネルギーの一部

である容積(bulk)エネルギーを最も典型的に

選ぶと，結果として，Navier-Stokes 方程式に

フェーズフィールド関数による摂動の入っ

た方程式と，フェーズフィールド関数に対す

る Cahn-Hilliard 型の方程式，および非圧縮条

件が導出される．このように導出された系を

フェーズフィールドモデルと呼ぶ．この数値

計算では，表面積分を直接扱わなくてもよく

なるので，数値計算が容易になる．また，生

物・医学等で現れる液相が細胞膜で分離され

ているような流体現象を扱う際には，界面に

おける弾性曲げエネルギーを考慮すること

になるが，このような現象への拡張も，フェ

ーズフィールド法は直接に柔軟に対応が可

能である(Du et al. 2007)．フェーズフィールド

法は，物理的観点からのモデリングを経て導

入されたと言うよりは，数値流体力学分野の

研究者が，数値計算における安定化手法を，

材料科学分野(高分子薄膜，二元合金など)に

おける数理モデルからの連想で導入したと

ころ，成功したと言った方が正確である．そ

のせいもあってか，(I)二相流体問題の数理モ

デル，(II) 二相流体問題のフェーズフィール

ドモデルによる近似・表現，(III)フェーズフ

ィールドモデルに対する離散化の三つが計

算現場において混合されており，それが計算

手法や計算結果の正当化を停滞させている

(この点に関しては，詳細な文献調査，および

数値流体力学分野の共同研究者との討論に

より，そう確信するに至った)．実際，数学的

立場からの研究は散見されるばかりで，例え

ば，有限要素法による離散化問題の研究では，

流速・圧力・フェーズフィールド関数を求め

る有限要素空間の関係は明らかではなく，数

学的立場からの整理・解明が急務のはずが，

扱いやすい具体的な有限要素についての数

学的結果が報告されているのみである．また，

収束という概念は，(I)と(II)，そして(II)と(III)

において，それぞれに定義されなければなら

ないが，この点が曖昧なまま計算手法の妥当

性を論じている論文も少なくない．このよう

な一般論の欠如は，新しい問題への応用の可

能性を制限する恐れがある．したがって，申

請者の立場からは，これらを数学的に整理し，

解析理論を構築することで，手法の正当化や，

新しい問題への自在な応用の基礎を固める



 

 

ことが肝要であると考え，本研究計画の立案

に至った． 

 

2. 研究の目的 

本研究では，非圧縮性粘性流体の二相問題に

対するフェーズフィールドモデルを対象に，

有限要素法による数値計算手法の開発と妥

当性・正当性の解析を行う．そのために，数

学的枠組み(数値解析向けの定式化)の研究，

および数値実験による発見的考察と結果の

検証に相当に力を入れる．さらに，構築した

数学的枠組みに基づいて，二相流体問題の近

似モデルとしてのフェーズフィールドモデ

ルの正当性を解析するのも，一つの主要な目

的である．フェーズフィールドモデルを中心

に，二相流体問題，その数理モデル，数値計

算手法を研究することで，多相流体現象とそ

の数学理論およびその数値計算手法に，今ま

でになかった視点からの新しい寄与をなす

ことを目標にしている． 

 

本研究の学際的な特色・独創的な点，また予

想される結果と意義としては次のようなも

のが挙げられる．二相流体問題は，今日的な

研究課題であるが，それに対する数学理論お

よび数値的手法の研究は発展途上である(も

ちろん，単一相流体問題の研究も発展途上で

あるが，それに比べると蓄積が極端に少な

い)．本研究は，フェーズフィールドモデル

に基づいて，(数値解析の立場からの)数学理

論の深化および数値的手法の開発・解析を同

時に行う点において個性的である．すなわち，

上記の(II)を出発点に，(I)および(III)の双

方向に研究を進めることで，今までになかっ

た視点から，二相流体問題の研究に寄与をな

し，二相流体現象の精密な理解に役立つ基礎

を築くことを目指している．また，具体的な

離散化手法としては有限要素法のみを扱う

が，有限要素法そのものの研究と同時に，離

散化に自然に進めるような数学的枠組みの

構築に重きを置いていることが，本研究の特

徴である．研究題目を「数値解析」としたの

は，この気持ちを込めてのことである． 

 

３．研究の方法 

具体的な離散化手法としては，汎用性と数

学理論構築の観点から，有限要素法を扱う．

上記の研究目的を踏まえた期間内における

具体的な到達目標は次の通り． 

1. 有限要素法向きの数学的定式化の導出

とその数学的研究 

① フェーズフィールドモデルの解の

一意存在，安定性 

② フェーズフィールドモデルと

Navier-Stokes 二相流問題の関

係  

2. 有限要素法による近似の導出とその数

学的研究 

① フェーズフィールド関数を求める

有限要素空間の研究 

② 各未知関数を求める有限要素空間

の関係を統一的に導出する 

③ 誤差解析 

3. 数値実験による近似の妥当性の研究 

① 有限要素近似の妥当性だけでなく，

フェーズフィールドモデルの妥

当性の検証も含む 

② 2 の結果の検証に留まらず，数値

実験による発見的な考察で，2の

考察を後押し 

 

４．研究成果 

初年度は，研究協力者との討論行いながら，

あるいは実際の計算現場の研究者との連絡

を持ちながら，(I)二相流体問題の数理モデ

ル，(II) 二相流体問題のフェーズフィール



 

 

ドモデルによる近似・表現，(III)フェーズ

フィールドモデルに対する離散化，の三つを

数学的に整理した．これにより，従来，有限

要素法による離散化問題の研究では，流速・

圧力・フェーズフィールド関数を求める有限

要素空間の関係は明らかではなかったが，適

切な関数空間設定について，目処が立った． 

さらに，２年目は，前年度の成果を踏まえて，

いくつかの関数空間の組について，数値実験

を行った．問題としては，完全な非圧縮性粘

性流体の二相問題に対するフェーズフィー

ルドモデルではなく，Stokes 方程式にフェー

ズフィールド方程式を連立させたモデル問

題を扱い，問題の数学的本質を顕著にした．

さらに，解析的な考察をするための基盤固め

として，仮想領域法による移動境界問題研究

をし，収束性等の議論をするための議論を構

成した． 
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