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研究成果の概要（和文）： 
本研究では，確率最適制御問題に現れる粘性ハミルトン・ヤコビ方程式と呼ばれる非線形偏微
分方程式を取り扱った．具体的には，解が長時間経過後にどのような挙動を示すのかを確率論
と偏微分方程式の手法を用いて考察した．その結果，粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の解はあ
る定常状態に近づくことがわかった．さらに，その定常状態をエルゴード型確率最適制御問題
の言葉で特徴づけることができた． 
 
研究成果の概要（英文）： 
In this research, we dealt with a class of nonlinear partial differential equations, called 
viscous Hamilton-Jacobi equations, which appear in stochastic optimal control problems. 
More specifically, we investigated the long-time behavior of solutions by both analytical 
and probabilistic approaches. It turned out that solutions converge to a steady state as time 
tends to infinity. We also succeeded in characterizing such steady state in terms of ergodic 
stochastic control problems.   
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１． 研究開始当初の背景 
１階のハミルトン・ヤコビ方程式に対する解
の長時間挙動に関しては，これまでに詳細な
研究がなされているのに対して，確率最適制
御から導出される２階の粘性ハミルトン・ヤ
コビ方程式の解の長時間挙動に関しては特
殊な場合を除いて体系的な研究があまり進
んでいなかった． 

２．研究の目的 
そこで本研究では，粘性ハミルトン・ヤコビ
方程式の解の長時間挙動を解明することを
目的とした．特に，係数にランダム項を含む
場合も視野に入れた上で，係数の性質が解の
漸近挙動にどのような影響を与えるのかを
解明することを大きな目標とした． 
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３．研究の方法 
証明では，確率論と偏微分方程式論を組み合
わせた手法を用いた．具体的には，対象とす
る粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の背後にあ
る確率制御問題を考え，この問題の最適制御
過程のエルゴード性（正再帰性）を調べるこ
とで，目的の偏微分方程式の解の定常状態へ
の収束を証明した． 
 
 
４．研究成果 
本研究の成果として，大きく分けて以下の２
つの結果を得ることができた． 
（１）定常状態を記述するエルゴード型ベル
マン方程式の解が存在するための必要十分
条件を求め，ある特別な場合には適当な同一
視の下で解の一意性が成立することを示し
た．さらに，この解から自然に定まる拡散過
程がエルゴード（正再帰）的となるための必
要十分条件を，エルゴード型ベルマン方程式
の解の定性的な性質で特徴づけた．この結果
の証明には，ハミルトニアンの狭義凸性のみ
が本質的であることが分かった．これにより，
これまであまり調べられてこなかった２次
以上の増大度を持つハミルトニアンに対し
ても本研究の結果が適用できるなど，様々な
タイプの方程式を統一的に取り扱うことが
可能になった．証明は古くからよく知られて
いるリヤプノフの方法に基づくものだが，ハ
ミルトニアンの凸性をうまく利用すること
で適切なリヤプノフ関数が具体的に構成で
きることを示し，証明自体も簡潔かつ見通し
の良いものに改良することができた． 
（２）粘性ハミルトン・ヤコビ方程式のうち，
ハミルトニアンがグラジエント変数に関し
て優線形増大かつ空間変数に関して多項式
増大となる場合について，初期値問題の解が
エルゴード型ベルマン方程式の解に収束す
ることを証明した．この定理を証明するため
に，まず定常状態を記述するエルゴード型ベ
ルマン方程式の解の増大度に関する精密な
評価式を導出した．これにより，解の増大度
とハミルトニアンのグラジエント変数に関
する増大度の関連性を定量的に理解するこ
とが可能になり，解の時間無限大での収束を
証明することができた．さらに，極限として
現れる関数をエルゴード型確率制御問題の
値関数と最適制御の言葉で特徴付けること
ができた． 
 
今後の展望としては，より複雑な係数を持つ
粘性ハミルトン・ヤコビ方程式に対する解の
長時間挙動を考察することが挙げられる．特
に，ランダムな係数を持つ場合は本研究にお
いても解明し尽せなかった点が多いので，本
研究を足掛かりに研究を発展させていく予
定である． 
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