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研究成果の概要（和文）：化学や生物学に現れるノイマン境界条件下における楕円型の非線形偏

微分方程式について，解の存在や解の個数やモース指数を明らかにした．また，発生生物学に

おけるモデル方程式 Gierer-Meinhardt 系の境界付近に沿ってピークが移動する現象の詳しい

解析を行った． 

 
研究成果の概要（英文）：We studied the number and the Morse indices of the solutions of 

nonlinear elliptic partial differential equations arising in chemistry and biology, and 

clarified the solution structures. We also made a detailed analysis of a peak moving along 

the boundary in Gierer-Meinhardt system. 
 

交付決定額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

２００９年度 1,000,000 300,000 1,300,000 

２０１０年度 500,000 150,000 650,000 

２０１１年度 500,000 150,000 650,000 

総 計 2,000,000 600,000 2,600,000 

 

 

研究分野：数物系科学 

科研費の分科・細目：数学・大域解析学 

キーワード：楕円型方程式・放物型方程式・非線形現象 

 
１．研究開始当初の背景 

 楕円型偏微分方程式の解の構造に関して，
ディリクレ問題の正値解については既に多
くの研究があったが，符号変化解やノイマン
問題に関しては，何らかの方法で一次元問題
に帰着する場合を除いて，大域的なことはほ
とんど知られていなかった．また，生物学に
現れる放物型方程式系については，境界の平
均曲率が最大となるところにピークを持つ
解が安定であることは知られていたが，ピー
クが境界上の他の場所にある場合のダイナ
ミクスについては知られていなかった． 

２．研究の目的 

 一次元問題に帰着できない問題に対して，
大域的分岐構造を明らかにする．特に，ディ

リクレ問題の符号変化解や，ノイマン問題の
非定数解が非有界な分岐の枝を持つことを
示す．さらに，二次分岐の存在や非存在につ
いて明らかにする． 

３．研究の方法 

（1）楕円型微分方程式の研究については、
２次元領域の場合は、偏導関数の零等高線を
用いる。この方法により、従来は難しかった
１次元的な解以外の解からなる枝の大域的
性質を調べることが出来る。さらに、この方
法を用いて、安定性（モース指数）と解の形
状との関係についても調べる。多次元領域に
おける非自明解からの分岐については、特異
摂動法を用いる。これによって、今まで困難
だった「横断性条件」を確かめることが可能
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になる。 
（2）放物型方程式系のダイナミクスに関し
ては、中心多様体縮約を用いる。これによっ
て、定常解から離れた関数を初期関数に持つ
解の詳しいダイナミクスの解析が可能とな
る。 
４．研究成果 
 成果は大きく 2つに分かれる：（1）楕円型
方程式の解の構造，（2）放物型方程式のダイ
ナミクス 
（1）モデル方程式で頻出する非線形楕円型
方程式のノイマン問題において、非自明解の
大域的分岐構造を研究した。具体的には、一
般次元の球領域において、第２固有値から分
岐する非球対称解からなる分岐解の枝は非
有界であることを、任意の非線形項に対して
示した。さらに２次元円板領域の場合は、第
３固有値からの分岐解の枝も非有界である
ことを示し、非線形項が Chafee-Infante 型
である場合には、第２固有値からの分岐の枝
が二次分岐しないことを示した。モデル方程
式に頻出する非線形項f(u)=-u+u^pの場合に、
矩形領域と円環領域において、境界に凝集す
る解からなる滑らかな枝の存在を示し、その
枝上に無限個の対称性破壊分岐点の存在を
特異摂動法を用いて示した。 
ディリクレ問題に対しては、主に符号変化

解について研究した。必ずしも凸とは限らな
い２次元対称領域について、Chafee-Infante
型問題の第２固有値からの分岐解の枝の非
有界性と、２次分岐点の非存在を示した。さ
らに、f(0)=0 を満たす一般の非線形項につい
て、２次元円板領域では、自明解からなる枝
上に、非球対称解からなる非有界な枝を持つ
分岐点が無限個存在することを示した。 
２次元円板領域上、任意の非線形項を持つ

フェーズフィールドモデルの安定定常解の
形状を研究し、安定解は等高線が領域を２つ
の単連結領域に分割することを示した。 
必ずしも対称とは限らない２次元凸領域

について、ノイマンラプラシアンの第２固有
関数の形状を研究し、２次元凸領域のあるク
ラスについて、ホットスポット予想を肯定的
に解決した。 
（2）生物学の形態形成に現れる放物型方程
式系のモデル方程式 Gierer-Meinhardt 系の
shadow 系について研究した。特に初期関数と
して境界にピークを持つものを選んだとき、
時間と共に境界の平均曲率が大きくなるよ
うに境界に沿ってピークが移動することを
明らかにした。 
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