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研究成果の概要（和文）：テータ関数の冪積の積分で記述される関数(Wirtinger 積分)の性質を

調べるとともに、そこで得られた結果を基に線形微分方程式の解の大域的性質・モノドロミ保

存変形の詳細な性質に関してのいくつかの研究成果を得た。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied properties of the Wirtinger integral which is represented 
in terms of a definite integral of a power product of theta functions. Moreover, we obtained 
research results regarding global behaviors of solutions to linear differential equations and 
detailed properties of monodromy preserving deformations. 
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１． 研究開始当初の背景 
パンルヴェ方程式は 19 世紀に P. Painlevé
により、動く特異点を持たない微分方程式
の解として新しい特殊関数を発見するとい
う問題意識の下に得られた 6 種の 2 階非線
形代数的微分方程式である。その後 1907
年に R. Fuchs により、リーマン球面上 4
点の確定特異点を持つ 2 階フックス型微分
方程式のモノドロミ保存変形を記述する方
程式として第 6 パンルヴェ方程式が現われ
るという事実が発見された。これはパンル
ヴェ方程式の研究において、線形微分方程
式の大域挙動を記述するモノドロミの問題
が重要な役割を持つことを示しており重要

な発見である。現在では物理学や応用数学
をも含めた様々な分野でパンルヴェ方程式
が現れることが分かっており、方程式自身
についても実に多様な視点からの研究が活
発になされている。また同時にパンルヴェ
方程式の拡張・一般化も色々なものが知ら
れている。 
 
上述のようにパンルヴェ方程式は複素平面
上の線形微分方程式のモノドロミ保存変形
から導出できるのであるが、複素平面を一般
のリーマン面に取り換えてモノドロミ保存
変形を考えることによりパンルヴェ方程式
の一般化が構成できる。このような研究は岡
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本和夫氏による楕円曲線上のモノドロミ保
存変形の理論の構成をはじめとして何人か
の研究者によりなされているが、従来の研究
ではこのような一般化について、基本的には
方程式の構成がなされるにとどまりそれ以
上の具体的な研究はあまりなされていなか
った。 
 
報告者は楕円曲線上のモノドロミ保存変形
から構成される非線形微分方程式について、
テ ー タ 関 数 の 冪 積 に よ る 積 分 表 示
(Riemann-Wirtinger 積分)を持つような特殊
解が存在することを発見した。これは古典的
な超幾何関数の楕円曲線上への一般化とも
考えられ、それ自身が新たな特殊関数として
興味深い対象であることが期待される。そこ
でこの Riemann-Wirtinger 積分の性質の研
究とそこで得られた知見を基にしてモノド
ロミ保存変形についての具体的な性質の研
究を行うという形で、これらの研究対象につ
いての相補的な研究を行うこととした。 
 
 
 
２．研究の目的 
上記１．研究開始当初の背景で述べたように
本研究課題の開始以前に発見された対象で
ある Wirtinger 積分を研究することと、モノ
ドロミ保存変形の性質を調べることを相補
的に遂行することが主な目的である。 
 
(1) モノドロミ保存変形の解の性質を詳細に

調べる：主に楕円曲線上のモノドロミ保
存変形の詳細な性質を調べることを目的
とする。本研究以前に楕円曲線上のモノ
ドロミ保存変形を記述する非線形微分方
程 式 の 特 殊 解 と し て
Riemann-Wirtinger 積分が得られてい
るのであるが、引き続き他の具体的な性
質についての研究を行う。また、通常の
複素平面上のモノドロミ保存変形につい
ても、線形微分方程式の解の大域挙動・
対称性・漸近解析と関連した研究を行う
ことによって今後の研究の方向性を探る
ための知見を得ることを目的とする。 

 
(2) テータ関数の冪積の積分で表示される関

数(Wirtinger 積分とその一般化)の性質
を調べる：上述のように楕円曲線上のモ
ノドロミ保存変形を記述する非線形微分
方程式の解として Riemann-Wirtinger
積分が得られるが、その変数を楕円曲線
のN等分点に固定して上半平面の点を変
数とする関数と見なした場合に、非常に
対称性の高い関数が得られる。これをレ
ベル N の Wirtinger 積分と呼ぶ。レベル
N の Wirtinger 積分がみたす微分方程式

の導出およびその構造の詳細な研究を行
う。 

 
(3) Riemann-Wirtinger 積分の一般化と応

用：Riemann-Wirtinger 積分の多重積分
への一般化を試みる。このような方向へ
の一般化としては、高次元アーベル多様
体上のテータ関数の多重積分を構成する
ものと、１次元複素トーラスのいくつか
の直積を考えてその上で多重積分を構成
するというものが考えられる。後者に関
連して、１次元複素トーラス上の共形場
理論の相関関数を記述する KZB 方程式
と呼ばれる微分方程式の解がテータ関数
の冪積の多重積分によって表示されるこ
とが知られており、この積分表示と
Riemann-Wirtinger 積分との関係を明
らかにすることは興味深い問題である。
また別の方向の一般化として、不確定特
異点を含むような、Riemann-Wirtinger
積分の合流型の構成等の問題も考えられ
る。 

 
 
 
３．研究の方法 
本研究課題に関連する研究を行う研究者と
共同研究あるいは研究連絡を密にして、互い
に協力しながら研究を遂行していく。また本
研究課題は対象の幅が広く、研究の進展に伴
い新たな問題が派生していくことが予期さ
れるので研究状況に対して柔軟に対応して
いく。研究目的の(3)については、複素トー
ラス上の積分論の一般論を研究課題として
いる北見工業大学の渡辺文彦氏と協力しな
がら研究を進める。互いの研究成果について
頻繁に情報を交換し合いながら効率的に研
究を進めていく。(1)については、(2),(3)で
得られた知見を利用しながら必要に応じ他
の研究者と協力して進めていく。なお本研究
課題では、複雑な数式を計算していく必要が
あるため計算機の数式処理システムを有効
に活用しながら研究を進めていく。 
 
 
 
４．研究成果 
テ ー タ 関 数 の 冪 積 の 積 分
(Riemann-Wirtinger 積 分や レ ベル N の
Wirtinger 積分)およびモノドロミ保存変形
に関して以下のような研究成果が得られた。
また、それらの結果から、今後の研究の方向
性を与えるいくつかの新たな知見が得られ
た。 
 
(1) テータ関数の冪積の積分で表示される関

数(Riemann-Wirtinger 積分)において変



 

 

数を楕円曲線上の N 等分点に固定して周
期を変数とする関数と見たものを、レベ
ル N の Wirtinger 積分と呼ぶ。レベル N
の Wirtinger 積 分 は 一 般 の
Riemann-Wirtinger 積分よりも多くの対
称性を持つのであるが、この対称性を利
用してレベル N の Wirtinger 積分が、レ
ベル N のモジュラー曲線上に定義された
フックス型微分方程式の解になることを
示した。またそのフックス型微分方程式
はモジュラー曲線のカスプにおいてのみ
確定特異点を持つことを示し、そこにお
ける特性指数の様子を具体的に記述した。
なお、この結果からレベルNの Wirtinger
積分がみたす微分方程式は特性指数を分
数差だけずらす変換を持つことが観察で
きる。通常の微分方程式は特性指数を整
数差だけずらす変換しか持たないので、
これは大変不思議な現象である。この現
象の解明は今後の研究課題である。 
 

(2) 北見工業大学の渡辺文彦氏との共同研究
で、Riemann-Wirtinger 積分のツイスト
コホモロジー論を用いた基礎付けを与え
た。また、１次元複素トーラス上の共形
場理論の相関関数を記述する微分方程式
である KZB 方程式の解の積分表示と
Riemann-Wirtinger 積分との関係を明確
に与えた。これによりRiemann-Wirtinger
積分と数理物理学との関連が付くように
なった。 

 

(3) q 差分第 6 パンルヴェ方程式について、
線形 q 差分方程式の接続保存変形として
の定式化を利用して、一般解の境界点の
まわりでの漸近挙動を記述した。さらに
q 差分第 6 パンルヴェ方程式の解に対す
る接続問題の解答を与えた。非線形 q 差
分方程式の解の解析的性質および大域挙
動の研究はあまり多くないので、これは
興味深い結果であると思われる。 

 

(4) 三重大学の川向洋之氏との共同研究で、3
階以上の線形微分方程式の特異点の合流
に伴うモノドロミ保存変形の退化につい
ての現象を明らかにし、その応用として
ガルニエ系の離散化の記述を与えた。ま
た、そのように構成された離散ガルニエ
系についていくつかの特殊解を与えた。 

 

(5) 琉球大学の加藤満生氏との共同研究で、
有限複素鏡映群をモノドロミ群にもつ 3
階パッフ系から第 6 パンルヴェ方程式の
代数解のうちのいくつかについての導出
を行った。このような３階パッフ系の特
異点集合は自由因子と呼ばれるものにな

っているが、パンルヴェ方程式の代数解
の記述になぜ自由因子が現れるかは今の
ところ不明であり、逆にパンルヴェ方程
式の任意の代数解から出発して自由因子
に特異点集合を持つパッフ系が構成でき
るかといった問題が今後の研究課題とし
て興味深いものである。 

 

(6) 2 階線形微分方程式の一般シュレジンガ
ー変換がパデ近似を用いて記述されるこ
とを明らかにし、ガルニエ系の一般解の
行列式構造を導出した。その応用として
超幾何解の行列式表示を与えた。この構
成を３階以上の高階線形微分方程式のシ
ュレジンガー変換に対して一般化するこ
とは興味深い問題である。使われる近似
理論がパデ近似からより一般のものに変
わることが予想される。これは直交多項
式や連分数展開の一般化とも関わりがあ
り、極めて興味深い問題を提供する視点
であるように思われる。 
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