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研究成果の概要（和文）： 
 
UC階層とは，一般線形群の普遍有理指標に付随する無限可積分系で，KP階層の拡張を成す。
UC階層の相似簡約が Fuchs型線形常微分方程式の等モノドロミー族を記述することを示した。
得られた非線形偏微分方程式はパンルヴェ第 VI 方程式やガルニエ系の自然な拡張を与え，さ
らに多項式ハミルトン系による統一的な表示を持つことを示した。特殊解として多変数超幾何

函数が現れるが，付随する線形系は古典的なガウスの超幾何方程式の多変数化・高階化として，

rigid局所系の良い具体例を与えており興味深い。 
 
 
研究成果の概要（英文）： 
 
The UC hierarchy is an extension of the KP hierarchy, which is an infinite-dimensional 
integrable system associated with the universal rational character of the general 
linear group. Through a similarity reduction we derive from the UC hierarchy a class 
of the Schlesinger systems including the Garnier system and the sixth Painlevé 
equation, which describes the monodromy preserving deformations of Fuchsian linear 
differential equations with certain spectral types. We also present a unified 
formulation of the above Schlesinger systems as a polynomial Hamiltonian system 
and their particular solutions in terms of a certain generalization of Gauss' 
hypergeometric function. 
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１．研究開始当初の背景 
 
古典的なパンルヴェ微分方程式の起源は，20
世紀初頭の	 P.	 パンルヴェ等による，動く特
異点は高々極に限るという性質，即ち，パン
ルヴェ性を持つような２階代数的常微分方
程式の分類という解析学的な問題に遡る。そ
こには微分方程式を使って新しい特殊関数，
特に楕円関数の一般化を指向する時代背景
があった。のちに，R.	 フックスや L.	 シュレ
ジンガー等による線形常微分方程式のモノ
ドロミー保存変形としての導出や，ソリトン
系等の無限次元可積分系の簡約との対応，乱
雑行列理論との関係等，解析学のみならず，
表現論やモジュライ理論とパンルヴェ方程
式の繋がりも次第に明らかになってきた。	 
	 
	 	 研究代表者が 2002 年に発表した UC 階層も，
元々は全てのパンルヴェ微分方程式を KP 階
層のような１成分のソリトン理論の枠組み
で捉えることを一つの動機として，構成され
た無限次元可積分系である。加えて，UC 階層
が普遍指標(シューア関数のヤング図形の二
つ組に付随する拡張，一般線形群の既約有理
式表現の指標)の特徴づける可積分系である
ことから，パンルヴェ方程式と一般線形群の
表現論，あるいは対称多項式の理論，との関
係に新しい視座が与えられた。	 
	 
	 一方で，有理曲面あるいは有理代数多様体
の上に作用するクレモナ変換群(双有理変換
群)が q-差分類似などの離散版をも含んだパ
ンルヴェ型方程式の時間発展の幾何学的な
起源であることが分かっている。この立場か
ら見ると，パンルヴェ型方程式の解に普遍指
標が現れることは非常に不思議な現象と考
えられる。その理解を幾何学的見地から深め
る事は重要な課題である。	 
 
 
２．研究の目的 
 
パンルヴェ方程式(あるいはモノドロミー保
存変形方程式)，及び，その背景にある無限次
元可積分系を対象に，それらとヤング図形の
組み合わせ論や表現論などとの関係につい
ての基礎的な理論を構築する。 
 
 
３．研究の方法 
 
研究の進行には主なものとして，有理代数多
様体の代数幾何学，無限次元リー環の表現論，
線形常微分方程式の変形理論，（離散）力学
系の手法を用いる。 
	 

４．研究成果	 
	 
(1) KP 階層は，ソリトン理論において最も重
要な位置を占める非線形偏微分方程式系で
あり，自然数の重みの時間発展を持つ斉次な
無限次元可積分系を与える。それに対して，
UC 階層は「KP 階層の斉次性を保ったまま負
の重みの無限変数を付け加えた拡張」という
ことができる。	 
	 本研究において，UC 階層に斉次性と周期性
を課して得られる有限次元可積分系がモノ
ドロミー保存変形を記述することを示した。
詳しくは，パンルヴェ第 VI 方程式やガルニ
エ系を含んだシュレジンガー系のある族が
自然に導出される。例えば，パンルヴェ第 VI
方程式の線形補助問題のうち最も標準的な
リーマン球面上４つの確定特異点を持つ２
階線形常微分方程式の変形問題は，UC 階層に
由来することが分かる。UC 階層の波動函数か
ら対応する線形常微分方程式の特異点での
スペクトル型も分かる。また，得られた非線
形系に対し，多時間・多重ハミルトン系とし
ての統一的な表示を与えた。ハミルトニアン
は正準変数の多項式とできる。UC 階層の立場
からこの多項式ハミルトン系について様々
な知見が得られた。例えばタウ函数と広田双
線形表示，ラックス形式，双有理変換の対称
性，普遍指標による代数的な特殊解などであ
る。もちろん同様の構造は不確定特異点型の
場合も成り立つ。	 
	 
(2) 上述のハミルトン系の相空間は一般に
複雑な代数多様体である。ところが，系の含
む定数パラメタが特別な値の場合，時間発展
で集合として不変な部分多様体を持つ。この
部分多様体は，元の相空間の丁度半分の次元
の複素射影空間で，実際，ガウスの超幾何函
数のある一般化によって，この特殊解（リッ
カチ解）は具体的に記述されることを示した。	 	 
なお，この特殊函数は，良く知られたガウス
の超幾何函数の多変数化（アペル・ロリチェ
ラの FD）と高階化（トマエの一般超幾何）を
巧く補間するものであり，その	 rigidity	 の
証明や接続問題，特殊値の数論的研究等，新
しい研究課題をも提供している。このリッカ
チ解の近傍でのハミルトン系の解を調べる
ことも興味深い課題であろう。	 
	 また，この特殊解に付随するフックス型線
形常微分方程式は，可約となっていて，その
解（波動函数）は当該の超幾何函数に関係し
たスティルチェス測度による（コーシー核）
積分表示を持つことも分かった。この事実は，
直交多項式や有理函数近似の理論との繋が
りを強く示唆するものであり，今後も継続し
て研究すべき主題である。	 
	 



(3)離散パンルヴェ方程式は，アフィン・ワ
イル群の双有理作用に由来する離散力学系
と看做せる。通常，平行移動部分群の作用を
用いるが，実はそれだけでは全ての古典的パ
ンルヴェ微分方程式に対し、離散的対応物が
得られない。本研究ではアフィン・ワイル群
の平行移動とは限らない無限位数の元の作
用を適当な部分格子上に射影することで，離
散パンルヴェ方程式を構成する方法
（projective	 reduction）を提案した。さら
に，この手法によって，いくつかの離散パン
ルヴェ方程式のタウ函数に観察されていた
奇妙な行列式構造の理由を解明した。	 
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