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研究成果の概要（和文）：リー環対称性をもつ多重確率的レーブナー発展の定式化を行った。

また、多成分非対称単純排他過程とよばれる１次元確率過程模型の研究を行い、そのスペ

クトル構造の詳細を明らかにした。 
 
研究成果の概要（英文）：We have formulated a multiple version of the Stochastic-Loewner 
Evolution for conformal field theory with Lie algebra symmetry.  Also the structure of  
spectrum for a multi-species asymmetric simple exclusion process on a ring have been 
investigated in detail. 
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１． 研究開始当初の背景 

 
研究目的の項で詳述するが、研究開始当初、

２次元の臨界的な確率過程を記述する発展
方 程 式 と し て 、 stochastic Loewner 
evolution(SLE)が提出され、それらに関連す
る研究がはじめられていた。一方で２次元臨
界現象を記述する理論として共形場理論
(CFT)があるが、SLE と CFT のひとつ、ミ
ニマル模型との対応が詳細に調べられてい
た。ところが、非ミニマル模型との対応や、
関連する可解模型との対応はほとんど未解
明の状況であった。これを動機として、非ミ

ニ マ ル 模 型 の ひ と つ で あ る
Wess-Zumino-Witten 模型に対応する SLE
の研究を主として行った。 
 
２． 研究の目的 

 
臨界イジング模型の+および−スピンのな

すクラスター境界線や、臨界密度におけるパ
ーコレーションなどは、共形不変性を持つフ
ラクタル曲線をなすことが知られている。最
近、２次元において、これらの曲線は
stochastic Loewner evolution (SLE) とよば
れる方程式で系統的に記述されることがわ
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かってきた。一方、２次元臨界現象を記述す
る理論として共形場理論(CFT) があり、対応
する可解模型の存在も無数に知られている。
ところが、SLE と CFT および可解模型の対
応関係には未解明な部分が多く残されてい
る。本研究課題の主目的は、これらをつなぐ
数理構造をより明確にすることにある。さら
に関連して可積分系や確率過程模型の研究
を行う。 

 
例えば、臨界点でのイジングスピンのドメ

イン境界線や、臨界密度におけるパーコレー
ション・クラスターの境界線、またある種の
ランダムウォークなどは、(スケーリング極限
において) 典型的なフラクタル曲線をなす。
一般的に、このような曲線の構造は並進、回
転、スケール変換といった共形変換に対して
不変に保たれる。驚くべきことに、共形変換
が複素関数論と対応付けられる２次元にお
いては、これらのフラクタル曲線が、
stochastic Loewner evolution (SLE) と呼ば
れるただひとつの微分方程式によって、統一
的に記述されうることがわかってきた。SLE 
は１次元ブラウン運動を駆動関数とし、拡散
係数に相当するκ を唯一のパラメターと 
して持つ（以下 SLEκ と書く)。特筆すべき
は、SLEκ は、パラメターκ の値に応じて、
本質的に異なる曲線を描き出すことである。
例えば、κ = 16/3 はイジング模型の相境界、
κ = 6 は臨界パーコレーションに対応する。
さらにまた、SLE と確率解析を組み合わせ
ることにより、個々の系を直接的に扱ったの
では得ることが困難な、曲線の交叉確率(ある
点から出発した曲線がある境界の指定され
たドメインに到達する確率) や、フラクタル 
次元(df = 1+κ/8) などが厳密に計算される。 

一方、臨界現象における共形不変性は古く
から期待された概念である。特に、２次元に
おいては、共形変換の生成子は無限次元の代
数をなし、理論に強い制約が課される。これ
により２次元共系場理論(CFT) は、２次元で
の臨界現象を記述する非常に強力な理論と
なっている。最近、この CFT のひとつであ
る c ≤ 1 ミニマル模型(c は中心電荷) と
SLEκ の対応が明らかにされ、SLE は共形
場理論の幾何的な側面を表すものとして捉
えることができるようになってきた。 
ところが、これまでのところ、解明された

対応関係は限定的であり、未解明の部分が多
く残されている。一般には、c > 1 非ミニマ
ル模型で記述される多くの臨界現象が知ら
れているが、SLE との対応は明確ではない。
他方、非ミニマル模型で記述される可解模型
の存在が系統的に知られているが、臨界点で
のスピンが形成するドメイン壁が果たして
SLE で記述されるかも定かではない。 
これらをふまえ、本研究課題の目標のひと

つは、SLE と CFT/可解模型対応の数理構造
を明確にすることである。まず、その足がか
りとして、c > 1 非ミニマル模型の代表例の
ひとつである、Wess-Zumino-Witten (WZW) 
模型と SLE との対応関係を調べる。c ≤ 1 ミ
ニマル模型の中核をなすのがヴィラソロ 
代数と呼ばれる無限次元の代数であり、通常
の SLE はこの構造を有する。一方、WZW 模
型はアフィンリー代数と呼ばれる無限次元
代数を対称性として持つ。この代数の構造を
持つように、SLE を多成分なヴァージョン
に拡張することによって、WZW 模型との対
応付けを行う。これにより WZW 模型で記述
される臨界現象のフラクタル次元などが明
らかになる。さらにこれらの研究に基づいて、 
SLE 曲線が複数存在する場合、すなわち多重
SLE への拡張を行う。 
 
３． 研究の方法 

 
本研究は、stochastic Loewner evolution 

(SLE) と共形場理論(CFT) および可解格子
模型の対応を用いて、２次元臨界確率過程の
数理構造を研究するものである。具体的に、 
(1) SLEκ と c > 1 非ミニマル CFT 模型の
数理構造の研究 
(2) 非ミニマル模型に関連する SLEの多重版
の構築。 
(3)可積分系や可解確率過程模型に関する研
究 
の３つを主テーマに据え研究を遂行する。 
具体的に、(1)、(2)では、非ミニマル模型

のひとつである Wess-Zumino-Witten 模型に
対応する SLEの研究を行い、多重 SLEへの拡
張を行う。また、(3)では、１次元の可解確
率過程模型および非平衡統計力学模型のひ
とつである、多成分非対称単純排他過程のマ
ルコフ行列のスペクトル構造の研究を代数
的ベーテ仮設法を用いて行う。また、非対称
単純排他過程の動的性質をベーテ仮設を用
いて行う。 
 
４．研究成果 
 
(1) 非ミニマル模型に関連する SLE 
 
確 率 的 レ ー ブ ナ ー 方 程 式 (SLE) と

Wess-Zumino-Witten(WZW)模型との関係を研
究した。これまでのところ、SLE と共形場理
論(CFT)との対応に関しては、ミニマル模型
との対応が主として研究されていた。我々は
最近の関連研究の進展に触発され、SLE と任
意のリー環対称性を持つ WZW模型との対応の
研究を行った。 さらに、SLE で描かれる曲線
が複数ある多重 SLEの定式化を行った。 
 これを達成するためには、２次元の幾何的
な確率過程とあわせて、リー群上で定義され



 

 

る確率過程を考慮する必要がある。そのリー
群上で定義される SLE を構築し、通常の幾何
的な SLE と連立させることにより、リー環対
称性を有する SLEを定式化した。 
とくに、多重 SLE の場合、SLE 曲線どうし

が相互作用するため、通常の SLEでは現れな
いドリフト項が出現することを明らかにし
た。これらの定式化は、曲線配置のトポロジ
ーなどより多様な臨界現象の幾何的側面の
記述を可能にするものである。 
 
 
(2)多成分非対称単純排他過程のスペクトル
構造 
 
確率過程のマスター方程式を、シュレーデ

ィンガー方程式とみなせば、そのマルコフ行
列は量子系のハミルトニアンとみなすこと
ができる。これにより、１次元多粒子確率過
程模型は、ある種の１次元量子スピン系とみ
なすことができる。最近我々は、これまでの
研究で培われた厳密解の手法を適用するこ
とにより、非対称単純排他過程と呼ばれる模
型の動的特性を解析した。特に、系を構成す
る粒子の種類が複数ある多成分系に対する
一般論を構築することに成功した。 
特に系のダイナミクスを詳細に解析するこ

と に よ り 、 こ の 系 が
Kardar-Parisi-Zhang(KPZ)型のユニバーサ
リティクラスに属することをはじめて明ら
かにした。さらに、マルコフ行列の構造を詳
細に調べ、その複素スペクトルは poset構造
を持ち双対性を明らかにした。 
 
(3)非対称単純排他過程の動的性質 
  
代数的ベーテ仮設を用いて、完全非対称単

純排他過程と呼ばれる確率過程模型の動的
性質の研究を行った。粒子が片側半分に詰ま
った状態を初期状態として、局所密度および
カレントを代数的ベーテ仮設の手法を用い
て解析した。さらに有限サイズ補正を調べる
ことにより、局所密度およびカレントの振幅
の漸近形を詳細に解析した。とくに、局所密
度の振幅のスケーリング指数は-3/2、対して、
カレントのそれは-1 となることを初めて明
らかにした。 
 
(4) １次元スピンレスフェルミオン模型の
動的性質 
 
１次元スピンレスフェルミオン模型の相関
関数の研究に基づき、この系の動的性質を研
究し、そのスペクトル関数を厳密に計算した。 
すなわち、ベーテ仮設によるフォームファ

クターの厳密解を用いてスペクトル関数の
解析を行った。この研究により、高エネルギ

ー領域におけるストリング解(束縛状態)の
本質的な寄与が明らかになった。 
 
(5) フェルミ冷却原子気体の厳密解析 
 
光学格子にトラップされた原子気体の最

近の理論・実験研究の進展に触発され、可積
分１次元スピン 1/2フェルミ原子気体の研究
を行った。特に斥力相互作用をもつフェルミ
原子気体の低温状態の解析、および相関関数
の漸近的振る舞いを共形場理論とベーテ仮
設の方法により厳密に計算した。 
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