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研究成果の概要（和文）：ベルグマン空間論は、アメリカ、韓国、中国の研究者を中心に進められているが、そ
れらの研究の大半は既に知られた結果（ハーディー空間上の理論）を一般化するといったものである。そうした
中、申請者が現在進めている、これから進めていく研究は、過去に於けるそういった流れにとらわれることのな
い斬新なものである。具体的には、ハーディー空間及びベルグマン空間上の理論の直接的関係を導き出し、荷重
付きディリクレ空間（最終的には一般的な解析関数空間であるFunctional Hilbert space）上の全く新しい特徴
付けを導き出すというものであり、この研究が関連分野における今後の礎になるものになると確信している。

研究成果の概要（英文）：Bergman spatial theory is being advanced mainly by researchers in the United
 States, South Korea, and China, but most of their research is generalizing already known results 
(Hardy spatial theory). Against this backdrop, the applicant's current and future research is 
innovative and unbound by past trends. Specifically, we will derive a direct relationship between 
theories on Hardy space and Bergmann space, and derive a completely new characterization of weighted
 Dirichlet space (ultimately Functional Hilbert space, which is a general analytic function space). 
I am confident that this research will become a foundation for future work in related fields.

研究分野： 函数論、作用素論

キーワード： composition operator　Toeplitz operator　Bergman空間　ディリクレ空間　ベリジン変換　合成関数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
今回の研究成果の学術的意義としては、解析空間上の作用素に関する研究の基礎として非常に重要な結果を得ら
れたことにある。得られた結果はどれも他分野に応用が期待できる基礎論として重要な成果でありすでに幾つか
引用論文として取りあげられていることからもわかるが、解析学の多くの分野に今後引用されると考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 
 

解析関数空間であるハーディー空間、ディリクレ空間、ベルグマン空間( ハーディー空間を拡

張した空間で共に荷重付きディリクレ空間である) とそれらの上の作用素に関する研究は、非

常に多くの研究者によって注目され現在盛んに行われている。特に中国や韓国、インド、フィ

ンランド、アメリカでは、かなり活発に研究されている研究分野であり、関連する学術論文も数

多く書かれている。ベルグマン空間論は、1970 年に S.Bergman によって古典的なハーディ

ー空間論を応用するということを目的に研究され始めた分野であり、最近では工学にも広く応

用されている。ベルグマン空間は、複素平面上の開単位円板上の p 乗可積分である正則関

数からなるバナッハ空間であり、単位円上の p 乗可積分である正則関数からなるバナッハ空

間として定義されるハーディー空間とは深く結びついている。p=2 の場合、両空間とも荷重付

きディリクレ空間を満たす複素平面上の開単位円板上 2 乗可積分である正則関数からなるバ

ナッハ空間とみなすことが出来るが、それぞれの空間上において利用できる証明手法や証明

テクニックは全く異なっている。そのため、単純にハーディー空間上の理論をベルグマン空間

上の理論に応用し一般化しようとしても簡単には出来ないのが現状であり、未解決問題が数

多く残されている。現在、ベルグマン空間論に関する研究は、アメリカ、インド、韓国、中国の

研究者を中心に進められているが、それらの研究の大半は既に知られた結果（ハーディー空

間上の理論）を一般化するといったものである。そうした中、現在進めている、これから進めて

いく研究は、過去に於けるそういった流れにとらわれることのない斬新なものである。具体的に

は、ハーディー空間及びベルグマン空間上の理論の直接的関係(共通の質、ベリン変換の解

析などを進め、それを応用する方法) を導き出し、（ 両方の空間を一般化した）荷重付きディ

リクレ空間（最終的には一般的な解析関数空間である Functional Hilbert space）上の全く新し

い特徴付けを導き出すというものである。 
 
 
 
 
２．研究の目的 
 
 

ハーディー空間上のテープリッツ・合成・掛け算作用素の可逆性、それらのスペクトル及びフレ

ドホルム作用素の特徴付けに関して、大部分は研究が進み、工学にも広く応用されている。し

かし拡張された空間であるベルグマン空間(荷重付きディリクレ空間)上では、まだ殆ど研究が

進んでいない。特に、「テープリッツ作用素の積がゼロになる際、そのシンボルのどちらか一方

がいつ 0 になるか」「ベリジン変換の下限が正の時、テープリッツ作用素は可逆になるか」「ベ

ルグマン空間上で作用素がいつ可逆作用素になるのか」「ベルグマン空間上で作用素はいつ

フレドホルム作用素になるのか」に関する特徴付けは、未解決問題として残されている。そこ

で、この未解決問題を研究目標の中心に据え、「ベルグマン空間上で可逆になるテープリッ

ツ・合成・掛け算作用素の解析」及び「ベルグマン空間上のテープリッツ・合成・掛け算作用素

のフレドホルム作用素の解析・スペクトルの解析」「ヒルベルト空間上のテープリッツ・合成・掛

け算作用素の可逆性・フレドホルム指数・スペクトルの解析」を目指すことである。その第一歩

として、ベルグマン空間上で定義される作用素の有界性・コンパクト性・シャッテンクラスに属す



ることが、対応した作用素のベリジン変換と深く関わっていることに着目し、ベルグマン空間上

の作用素のベリジン変換の解析を行う。ここで一般的なヒルベルト空間$H$上の作用素 T の

ベリジン変換とは、H 上の reproducing kernel k_z に対し、T(z) =< T k_z, k_z > と定義される

ものである。具体的な研究の進め方としては、先ずベルグマン空間上の作用素のベリジン変

換の性質を解析することを最重要課題として掲げ、その研究に着手することにした。 一方、最

近の研究でハーディー空間上の合成作用素が閉値域を持つことと関係付けられる空間が

BMOA であり、ベルグマン空間上の閉値域合成作用素と関係付けられるのがブロック空間で

あることを解明し、閉値域を持つ合成作用素の完全な特徴付けに成功し、そこで得られた結

果は、学術論文の中で述べられている。また最近の研究で、より小さいブロックタイプ空間上

の合成作用素と荷重付きディリクレ空間上の合成作用素が同時に閉値域を持つ条件を導き出

すことに成功し、そこで得られた結果は、過去の学術論文の中で述べられている。ここで問題

になってくることがベルグマン上の作用素の有界性、コンパクト性等の結果の大半はベリジン

変換を利用して特長付けられているにも関わらず、「閉値域を持つこと」と「ベリジン変換」の関

係が全く知られていないということにある。本研究の目的である作用素の可逆性は作用素が閉

値域を持つことと深く関係しているわけであるが、これも結果的にベリジン変換の関係は全く知

られておらず、「可逆性」と「ベリジン変換」の関係を知ることが重要な課題となる。ベルグマン

空間上の作用素のベリジン変換は、古典的なハーディー空間の関数の harmonic extension と

なっていることが知られているわけであるが、1973 年に R.G.Douglas によって、ハーディー空

間の関数の harmonic extension の絶対値が正であるときにテープリッツ作用素の可逆性は保

証されるかという問題が提起され、この問題は、1983 年に T.H.Wolff, 1986 年 E.K.Nikolskii 

によって条件付きで部分的に結果が導かれているが、一般的には成立しない例も彼らの論文

に示されている。そこで、本研究ではベルグマン空間上の作用素のベリジン変換の持つ性質

そのものを解析することにより、この未解決問題に新たな結果を導き出すことも目指した。また

同時進行で、ベルグマン空間上におけるテープリッツ・掛け算・合成作用素が「いつフレドホル

ム作用素になるのか」「ベルグマン空間上におけるテープリッツ・掛け算・合成作用素のスペク

トル」に関する研究も進めていくことにした。幾何学的な対象に関連して現れる作用素の場合

に、このフレドホルム指数は位相的な量と関係することが多い。そのため、フレドホルム理論は

幾何学と関数解析学との接着剤的な役割を果たしている。ベルグマン空間上の特殊なシンボ

ルを持つテープリッツ作用素の積がいつフレドホルム作用素になるのかに関する研究として代

表的な結果が 1998 年に Sheldon Axler と Dechao Zheng によって逆カールソン不等式を利

用して特徴付けられた。しかし、「一般のシンボルを持つテープリッツ作用素がいつ閉値域を

持つのか、いつ可逆になるのか」に関する研究は、現在殆ど知られておらず、未解決問題とし

て残されていた。この問題解決のためにもベリジン変換を利用できないかということは自然な考

察であるが、そこにはかなりのギャップがあり、そのような結果は未だ知られていない。そこで、

先ず掛け算作用素がテープリッツ作用素の特殊な場合であることに着目し、ベリジン変換を利

用した掛け算作用素の解析を行い、その結果を一般化するという方法で可逆なテープリッツ

作用素の解析を進めていった。また、可逆作用素及びフレドホルム作用素となる合成作用素

に関する研究も同様の手法で解析を進めていった。更に、得られた理論をヒルベルト空間上

及び多変数上の理論に応用する研究にも着手した。 
 
 
 
３．研究の方法 



 
古典的なハーディー空間論を一般化したベルグマン空間論の研究を行ってきたが、7 年前に

赴任してきた金沢大学には現在進めている研究を遂行するために必要な文献が殆どない状

況であり、研究を円滑に進めていく上で、大きな障害となっていた。そのため、研究を行うため

には専門領域関連図書及び雑誌が多数必要であった。また、研究を更に進めていくために

は、そのための研究打ち合わせを頻繁に行うことが有効であり効果的でもあるため、円滑に研

究を行うためには、オンラインでの最新通信設備がかなり必要になった。更に、研究の裏付け

となる具体的な例を精確に計算するための数学計算ソフトも多数必要になった。 
 
 
 
 
４．研究成果 
今回の研究で得られた成果は既に幾つかの論文誌に投稿済みである。中には掲載されたも
のもあり、印刷中のものもある。また今回の期間で得られた研究成果の発表を複数回行ってお
り、今後の研究課題を見つけることにも繋がった。 
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