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研究成果の概要（和文）：主として準線形常微分方程式の漸近論について研究を行った．より具体的には次であ
る：１．定数係数半分線形常微分方程式に摂動項を加えた方程式の解の漸近形の解明；２．臨界的な係数関数を
持つ優同次型準線常微分方程式の正値解の漸近形の解明；３．高階準線形常微分方程式の特異解の存在・非存在
性の解明；４．高階準線形常微分方程式のクネーザー解の存在・非存在性の解明．　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　

研究成果の概要（英文）：Mainly, asymptotic theory of solutions of quasilinear ordinary differential 
equations were investigated. More precisely, the following themes have been studied: 1. To find the 
asymptotic forms of perturbed half-linear ordinary differential equations with constant 
coefficients; 2. To find the asymptotic forms of positive solutions of super-homogeneous, 
quasilinear ordinary differential equations with critical coefficients; 3. To establish necessary 
and/or sufficient conditions for higher order quasilinear ordinary differential equations to have 
singular solutions; 4. To establish necessary and/or sufficient conditions for higher order 
quasilinear ordinary differential equations to have Kneser solutions. 

研究分野：微分方程式論

キーワード： 漸近挙動　正値解　半分線形常微分方程式　準線形常微分方程式
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
1. 主テーマである半分線形方程式は線形方程式の一般化にあたる．研究手法等も線形方程式に対するそれの一
般化にあたるであろう．数学理論がどのように普遍化・一般化されていくのかをこの研究を通じて俯瞰すること
ができるであろう．
２．自然現象・社会現象を記述する数理モデルは，第一段階としては「線形近似」という見方で定式化されるこ
とが多い．しかし，より詳細にみると，本質的に非線形性になっているということもある．この研究ではそのよ
うな現象を数学的に解析する手法をいくつか提案している．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
（１）1980年代に“球対称性をもつある種の楕円型偏微分方程式の正値解もやはり球対称性を
もつ”ということが認識されてから常微分方程式の研究が楕円型偏微分方程式の研究にとって
も重要であると認識されてきた．特に準線形楕円型偏微分方程式の解析には役立つと思われた．
しかし，準線形型作用素は線形性を欠くため，既存の解析法～～それらは線形性に大きく依存～
～は十分には効かない．よってその精密な解析はまだ不十分と思われた． 
（２）半分線形常微分方程式は微分項の冪指数と非線形項の冪指数が一致する常微分方程式で
あり，一致したその指数が１になれば線形である．よって，線形方程式の一般化にあたるのだが，
解の漸近的性質に関しては，振動性以外はほとんど研究がなされていなかった．やはりその解析
には全く新しい手法が必要であった． 
（３）経済学・OR・社会科学等に現れるランチェスター型モデルに関するシミュレーション的
研究は盛んであったが，理論に基づいた解析はほぼ皆無であった．理論数学の面からこの問題を
考察する必要性を感じた． 
（４）高階準線形常微分方程式の解の漸近解析では多くのテーマが手付かずであった．特に，コ
ンパクトな台を持つ特異解やクネーザー解，爆発解についての研究は皆無であった． 
 
２．研究の目的 
（１）退化ラプラス型偏微分方程式に関連した準線形常微分方程式の解の漸近形の解明： 球対
称な係数関数を持つ退化ラプラス型偏微分方程式の球対称解はある準線形常微分方程式を満た
す．そのような常微分方程式の正値解の時刻+∞での漸近形を求めることを目指した． 
（２）半分線形常微分方程式の解の漸近形の解明： 定数係数の２階半分線形方程式の係数部分
に小さな摂動項を加えた方程式を考えよう．この方程式の正値解及び振動解の時刻+∞での漸近
形を求めることを目指した． 
（３）ランチェスター型モデルの解の漸近挙動の解明： このモデルは基本的には減衰正値解し
か持たない連立系である．時刻+∞での解の性質を調べたい．特に，解が０に減衰するときの漸
近形を求めることを目指した． 
（４）上記課題の応用としての楕円型偏微分方程式の解の漸近挙動の解明： 外部領域上で定義
される準線形楕円型方程式の解の∞における漸近的性質を知りたい．特に，解の増大度評価・減
衰度評価や，リュービユ型定理の確立を目指した． 
（５）楕円型方程式の比較原理の導出： 準線形楕円型方程式とそれに付随する準線形常微分方
程式の解同士の間に成り立つ比較原理を見出したい．それらを用いれば上記の（１），（２）の結
果を（４）に応用可能であると思われる． 
（６）高階準線形常微分方程式の解の漸近解析： 特異解やクネーザー解，爆発解の存在・非存
在の条件の導出，及びそれらの解の挙動の解明を目指した． 
 
３．研究の方法 
（１）退化ラプラス型偏微分方程式に関連した準線形常微分方程式の解の漸近形の解明： ここ
で考察すべき準線形常微分方程式のなかで，係数が臨界的な場合の考察が特に重要であった．こ
の場合，まずそれの近似方程式で特殊解がある程度わかるものを見出すことができた．よって，
目標となる方程式の解もほぼその特殊解に近い挙動を持つと予想した．その結果，新たな手法や
うまい変数変換等を介して既存の解析法の精密化・改良が有効であることが分かった．  
（２）半分線形常微分方程式の解の漸近形の解明： 一般には線形性は成り立たないので他の手
法を探った．それは付随する一般化リッカチ方程式を通じての解析であった． 
（３）ランチェスター型モデルの解の漸近挙動の解明： このモデルはいわゆる比較原理が成り
立つ系である．また，上記（１），（２）で扱う方程式は実はランチェスター型モデルの特殊な場
合にもなっている．これらの事実を踏まえてこの系は解析していくことができると思われた． 
（４）楕円型偏微分方程式の解の漸近挙動の解明： 上記（１），（２）で対称性を持つ楕円型方
程式の解の挙動はほぼ解明できるので，比較原理を通じて非対称な一般の楕円型方程式の解の
∞における挙動も把握できると考えた． 
 
４．研究成果 
（１）退化ラプラス型偏微分方程式に関連した準線形常微分方程式の解の漸近形の解明： 球対
称な係数関数を持つ退化ラプラス型偏微分方程式の球対称解がみたす準線形常微分方程式を考
察した．特に係数関数が臨界的な場合を考察し，その正値解の時刻+∞での漸近形を求めること
ができた．この結果は以下の文献にて公開予定： 
[1] Hiroyuki Usami, Asymptotic forms of slowly decaying positive solutions of quasilinear 
ordinary differential equations with critical exponents，Tokyo J. Math. （印刷中） 
（２）半分線形常微分方程式の解の漸近形の解明： 定数係数の２階半分線形方程式の係数部
分に小さな摂動項を加えた方程式を考え，この方程式の正値解の時刻+∞での漸近形を求めるこ



とができた．これらはNational Institute of Education, Cambodia, の Sokea Luey 氏との共同
研究のテーマにもなっている．成果は以下の論文で公開されている． 
[2] Sokea Luey and Hiroyuki Usami, Asymptotic forms of solutions of perturbed half-linear 
ordinary differential equations, Arch Math. (Brno), 57 (2021); 
[3] Sokea Luey and Hiroyuki Usami, Application of generalized Riccati equations to analysis 
of asymptotic forms of solutions of perturbed half-linear ordinary differential equations, Int. 
J. Dyn. Sys. Differ. Equ., 11 (2021), 378-390; 
[4] Manabu Naito and Hiroyuki Usami, On the existence and asymptotic behavior of solutions 
of half-linear ordinary differential equations, J. Differential Equations, 318 (2022), 359-383; 
[5] Sokea Luey and Hiroyuki Usami, Asymptotic forms of solutions of half-linear ordinary 
differential equations with integrable perturbations, Hiroshima Math. J., 53 (2023), 171-189; 
[6] Manabu Naito and Hiroyuki Usami, Poincare-Perron problem for half-linear ordinary 
differential equations, Differential and Integral equations. （印刷中）. 
（３）高階準線形常微分方程式の解の漸近解析： 有限時刻爆発解や増大度の高い解の存在・非
存在性の必要/十分条件の確立，及びそのような解の挙動を解明することができた．成果は以下
の論文で公開されている： 
[7] Manabu Naito and Hiroyuki Usami, Singular strongly increasing solutions of higher-
order quasilinear ordinary differential equations, Mem. Differ. Equ. Math. Phys., 84 (2021), 
359-383; 
[8] Manabu Naito and Hiroyuki Usami，Kneser solutions of higher-order quasilinear ordinary 
differential equations, Funkcial.Ekvac., 65 (2022), 1-33. 
（４）楕円型偏微分方程式の解の漸近挙動の解明： 非線形項に特に単調性等を仮定せずに半線
形楕円型方程式の正値解の存在/非存在性を確立した．この成果は以下の論文・講演で公開され
ている： 
[9] 宇佐美広介，「非線形項に単調性等を仮定しない常微分方程式の正値解の非存在定理につい
て」，RIMS共同研究（グループ型 A）精密解析による非線形問題の新展開（2023, 3.8） 
[10] Hiroyuki Usami, Existence of rapidly decaying positive solutions of quasilinear ordinary 
differential equationswith arbitrary nonlinearities, Mem. Differ. Equ. Math. Phys., 90 (2023), 
111-119. 
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