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研究成果の概要（和文）：我々は先行研究にて、非等方性を持つ異種乱流の共存状態におけるエネルギーフラッ
クスを同定するために、エネルギー輸送の波数空間における局所性と効率性を仮定しエネルギーフラックスベク
トルを提案した。本研究課題では、準地衡流乱流において、このフラックスベクトルは異種乱流共存状態で遷移
波数に沿ってエネルギーが輸送されるとする臨界平衡の予想と一致することを定量的に示した。また、成層乱流
においては、弱乱流理論によって共鳴相互作用の非等方かつ非局所の極限で誘導拡散によるエネルギー輸送が卓
越すること知られているが、我々の提案手法は局所性を仮定するにもかかわらずこれと矛盾しないエネルギーフ
ラックスが得られた。

研究成果の概要（英文）：In previous studies, to identify the energy flux in coexistence of multiple 
kinds of turbulence, energy-flux vector in anisotropic turbulence was proposed by assuming the 
locality and efficiency of the energy transfer in the wavenumber space.  In two-dimensional 
quasi-geostrophic turbulence, the local flux agrees with the critical balance, which conjectures 
that the energy is transferred along the separating wavenumbers in the coexistence of weak and 
strong turbulence.  It is found that the local energy flux in stratified turbulence is consistent 
with the induced diffusion which is obtained in the limit of the anisotropy and the nonlocality in 
the weak turbulence theory, though the locality is assumed in our method.

研究分野：流体力学

キーワード： 非等方乱流　強弱乱流　非等方エネルギー輸送　準地衡流乱流　成層乱流　臨界平衡
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
先行研究にて提案された非等方乱流のエネルギーフラックスベクトルの同定手法を準地衡流乱流と成層乱流に適
用し、成層乱流、準地衡流乱流、先行研究で行った回転乱流の3つの代表的な非等方乱流系のいずれにおいても
弱乱流理論や臨界平衝仮説と整合するエネルギーフラックスを定量的に得ることができた。特に成層乱流におい
て弱乱流理論によって共鳴相互作用の非等方かつ非局所の極限で誘導拡散によるエネルギー輸送が卓越すること
知られているが、局所性を仮定したにもかかわらずこれと矛盾しないエネルギーフラックスが得られたことは、
局所エネルギーフラックスの有用性を強く示唆している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
非等方性を持つ乱流では、系を特徴的づける方向を
持つ大規模構造、非等方性を持つ大スケールの波動、
系の非等方性の影響を受けにくい小スケールの渦を
構成要素とする、異なる種類の乱流が共存する。これ
らの異種乱流の共存は準地衡流乱流、成層乱流、回転
乱流、電磁流体乱流などの外力や磁場によって非等方
性を持つ多くの流体乱流系で見られる。異種乱流間で
互いにエネルギーを輸送することよって、これらの共
存構造は維持される。 
例えば、成層乱流におけるこれらの支配的な乱流の
波数空間分布は、図 1に示すようになっていると考え
られる。内部重力波の弱乱流領域 (図中 WT) でのエ
ネルギー輸送は、波動間のエネルギー輸送は、
Zakharov が構築した弱乱流理論によって記述され
る。Kolmogorov乱流 (図中 KT) では、渦間のエネル
ギー輸送は、渦のエネルギーが大きな渦から小さな渦
へとカスケードするというKolmogorov理論によって
記述され、次元解析によって各スケールでのスペクト
ル強度が得られる。このように同種の乱流内のエネルギー輸送は比較的よく理解されている。 
一方で、非等方乱流の異種乱流の共存状態の生成維持機構全体を理解するために、異種乱流間
のエネルギー輸送を記述する必要があるが、これらの異種乱流の遷移領域では、各乱流の時間ス
ケールが同程度となる遷移領域に沿ってエネルギーが輸送されるという、critical balance (臨界
平衡)と呼ばれる定性的な予想がある。臨界平衡は、電磁流体乱流、回転乱流、成層乱流など多
くの非等方乱流において、数値的、実験的にその検証がなされているが、スペクトル形状の議論
に留まり、その議論の根幹である波数空間でのエネルギーフラックスを直接観測したものは、
我々の知りうる限り存在しない。 
我々は先行研究において、遷移領域を含む非等方乱流の非等方なエネルギー輸送を定量的に
評価するために、エネルギー輸送の波数空間局所性と効率性の 2 つの仮説の下にエネルギーフ
ラックスのベクトル表現を提案した。このエネルギーフラックスベクトルは、回転乱流の慣性波
からなる弱乱流において弱乱流理論と整合することを確認した。その仮説の妥当性は明らかで
はなく、非等方乱流一般で弱乱流理論などの既存の理論との比較・検証がなされるべきものであ
った。 
 
２．研究の目的 
臨界平衡は異種乱流の時間スケールが同程度の波数領域をエネルギーが輸送されるという素
朴なアイデアであるが、その定量的検証は難しい。これは、非等方乱流における波数空間でのエ
ネルギーフラックスをベクトル量として一意に決定することができないためである。我々は先
行研究において、エネルギー輸送が波数空間の局所的なエネルギー保存則を満足するというエ
ネルギー輸送の波数空間局所性と、このエネルギー保存則を満足するベクトルのなかでノルム
が最小、すなわち渦なしベクトルを選択するというエネルギー輸送の効率性の 2 つの仮説の下
に、エネルギーフラックスベクトルを一意に決定する方法を提案した。このエネルギーフラック
スベクトルを用いて、非等方乱流の波数空間内のエネルギーフラックスを定量的に検証するこ
とが本研究課題の目的である。同時に、エネルギーフラックスベクトルを一意に決定するために
なされた 2 つの仮説の妥当性を評価することも研究目的である。これらによって、非等方乱流
の異種乱流の共存状態の生成維持機構全体を理解することが可能となる。 
 
３．研究の方法 
2 次元準地衡流乱流において、大規模構造である帯状流、Rossby 波乱流、Kolmogorov 乱流が
波数空間の広帯域に渡って共存する大規模直接数値計算(DNS)を行った。DNS で得られたエネル
ギー輸送率から波数空間の局所エネルギーフラックスベクトルが定量的に得られた。得られた
エネルギーフラックスベクトルを、Rossby 波乱流の支配的な波数領域において弱乱流理論と比
較した。同様に、Kolmogorov乱流の支配的な高波数領域から、Kolmogorov乱流と Rossby波乱流
間の遷移波数領域を経て、帯状流に至る経路におけるエネルギーフラックスベクトルを、既存の
帯状流形成機構と比較した。 
成層乱流においても、大規模構造である鉛直剪断一様流、内部重力波乱流、Kolmogorov 乱流
が広帯域に渡って共存する DNSを行う予定であったが、これらが広帯域に渡る共存状態では、計
算時間不足のため統計的に定常状態に達しなかった。このため、当初予定していた、Kármán-

VSHF
KT

WTkf

kO

kη

k⊥

k∥

図 1成層乱流における弱乱流 (WT)、
Kolmogorov 乱流 (KT)、鉛直剪断水

平流 (VSHF) および遷移領域の波数

分布。[3]より。 



 

 

Howarth-Monin方程式に基づく厳密な実空間のエネルギーフラックスと 2つの強い仮説の下に決
定される波数空間局所エネルギーフラックスを比較し、局所エネルギーフラックスの妥当性を
検証することは断念せざるを得なかった。一方で、内部重力波乱流では非等方の極限で誘導拡散
と呼ばれる非局所相互作用が支配的になることが知られており、局所エネルギーフラックスベ
クトルと非局所誘導拡散のエネルギーフラックスを比較した。 
 
４．研究成果 
準地衡流乱流中に現れる非等方乱
流の生成維持機構とエネルギー輸送
の関係を、波数平面での局所フラック
スベクトルを用いて明らかにした
([1, 2])。 
図 2に、準地衡流乱流の統計的定常
状態において時間平均した 2 次元エ
ネルギースペクトルを示す。波数が
|𝑘| ≈ 256の半円は外力によるエネル
ギー注入域である(図 2 左)。線形の特
性時間と非線形の特性時間とがバラ
ンスする波数の内部でエネルギーが
小さくなっている領域が Rossby 波乱
流の波数領域であり、Kolmogorov乱流
が高波数領域に存在する。また、線形
の特性時間と非線形の特性時間とが
バランスする波数は(𝑘! < 0領域も含
めて)ダンベル型をしている(図 2
右)。このダンベル型の波数領域と支
配方程式の線形項と非線形項とをバ
ランスする波数領域|𝑘| ≈ 10の近傍が
弱乱流と Kolmogorov 乱流の遷移領域
となる。さらに、エネルギースペクト
ルは Rhines波数*𝑘"* ≈ 10にピークを
持ち、これが実空間における帯状流に
対応する。 
  準地衡流乱流はエネルギーとエン
ストロフィの 2 つの 2 次の保存量を
持ち、これらの局所フラックスベクト
ルをそれぞれ図 3および図 4に示す。
図 3 左は、外力によって注入されたエ
ネルギーが、外力の波数を示す半円を
分水嶺として高波数側と低波数側に
ほぼ等方的にエネルギーが流出して
いることを示している。低波数領域に
逆カスケードしたエネルギーは、線
形項と非線形項とをバランスする波
数まで到達すると非等方性の寄与が
大きくなり向きを変え、線形項と非
線形項とをバランスする波数に沿っ
て Rhines波数*𝑘"* ≈ 10に流入する。
このことは、Rossby 波の周期より遅
い特性時間を持つ渦構造はエネルギ
ーを保持することができず、帯状流
成分へエネルギー注入が生じること
を示唆している。 
  一方で、エンストロフィの局所フ
ラックスベクトルは、低波数領域も
含めて全波数領域に渡って概ね等方
的である(図 4)。エネルギーとエンス
トロフィは同じ 2 次の保存量であり
ながら、これらに対する非等方性の
寄与の大きさが異なることは興味深
い。 
[3]において、成層乱流における局所エネルギーフラックスを定量的に示した。成層乱流で得
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FIG. 4. In CHM turbulence, (a) 2D energy spectrum in the right half-plane, (b) its low-wavenumber
enlargement, (c) energy spectra, and (d) fluxes of energy and enstrophy. The blue and green curves, respectively,
represent |k| = k⋆

R and k8 = (k⋆
β )5|kx|3 with k⋆

R = k⋆
β = 14. See also the caption to Fig. 2.

leads k8 = k5
β |kx|3 where kβ = (β3/ϵ)1/5 and ϵ is the energy transfer rate. Other nonlinear time

scales yields other functional forms of dumbbell spectrum [15].
The 2D energy spectra of the CHM turbulence with β = 103, which leads kR ≈ 25 and kβ ≈

1.1 × 102, are drawn in Figs. 4(a) and 4(b) as in Figs. 2(c) and 2(d). While the 2D spectrum shows
isotropy in the higher-wavenumber range [Fig. 4(a)], the dumbbell spectrum [15] is observed in the
lower-wavenumber range [Fig. 4(b)]. Note that symmetric structures on ky axis, dumbbell lobes,
appear in the whole k space, as known from conjugate symmetry. The energy spectral peaks in
the vicinity of (kx, ky ) = (0,±14) correspond to the emergence of the zonal flow. This result is
consistent with large energy dissipation observed in Ref. [24]. The energy spectrum has large values
between the semicircle |k| ≈ k⋆

R, and the dumbbell spectrum k8 ≈ (k⋆
β )5|kx|3 with k⋆

R = k⋆
β = 14.

To see the relation of this anisotropy to the energy flux, conventionally used 1D spectra and fluxes
of energy and enstrophy are plotted in Figs. 4(c) and 4(d). In Fig. 4(c), anisotropy of the energy
spectra is observed in low-wavenumber range, while isotropy as seen in Figs. 2(a) is in |k| ! 100.
Note that Eyr (kx ) and E (kx, 0) are sufficiently smooth, whereas Exr (ky) and E (0, ky) contain discrete
peaks at harmonics of fundamental wavenumber ky = 14, which suppress the nonlinear interaction
of the Jacobian type. The energy spectrum tends to have an equilibrium spectrum Eo(k) = Cβ2k−5

owing to Rossby wave radiation [14,25]. Note that anisotropic wavenumber range varies depending
on the types of the spectra; it starts roughly at 100 in on-axis spectrum, at 50 in unidirectionally
reduced spectrum, and at 15 in 2D spectrum. As mentioned above, heterogeneous spectra are
mixed by the omnidirectional ones at low wavenumbers and unidirectionally reduced ones at all
wavenumbers.

Corresponding to the dumbbell spectrum, the energy fluxes shown in Fig. 4(d) demonstrate
remarkable behavior in |k| " 15: Pyr (kx ) remains negative and almost constant, while Pxr (ky) and
Po(k) abruptly change to almost zero around ky and k = 14, respectively. Small anisotropy in the
high-wavenumber range becomes prominent because the vertical axis of Fig. 4(d) is set in linear
scale, while that of Fig. 4(c) is in logarithmic scale. The anisotropy should decrease with increasing
the inertial subranges. The enstrophy fluxes, Qo(k), Qyr (kx ) and Qxr (ky), remain nearly unaffected
by the β effect, since their supports are in the high-wavenumber range. Because anisotropies in these
fluxes are a mixture of different turbulence properties, local-flux vectors of conserved quantities are
indispensable to reveal their roles in HCT.

The local-flux vectors of energy and enstrophy are shown in Fig. 5 as in Fig. 3. The global
directional property of the local-flux vectors of energy shown in Fig. 5(a) is the same as the one
in HIT [Fig. 3(a)], and consistent with the inverse energy cascade. The most remarkable difference
appears in the low-wavenumber range [Fig. 5(b)] especially below the semicircle |k| ≈ 14. The
directions of the inward vectors deviate from isotropic ones to surround the semicircle and outward
direction from the origin in the dumbbell spectrum. The local-flux vectors indicate a new scenario
that the narrow part of the dumbbell spectrum, the two lobes’ point of tangency, is due to energy
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図 2 準地衡流乱流のエネルギースペクトル。(左)全
波数領域、(右)低波数領域。[1]より。 

LOCAL-FLUX VECTORS OF CONSERVED QUANTITIES …

FIG. 5. In CHM turbulence, local-flux vectors of (a), (b) energy and (c), (d) enstrophy. See also the caption
to Fig. 3.

accumulation along the ky axis centered at (kx, ky) ≈ (0,±14), where nonlinearity is suppressed
to sustain the zonal flow. The local-flux vectors of enstrophy in Figs. 5(c) and 5(d) are almost the
same as those of HIT in Figs. 3(c) and 3(d). Corresponding to the anisotropy observed in Fig. 4(d),
Qyr (kx ) and Qxr (ky), directional anisotropy is observed in Fig. 5(c) and becomes conspicuous in the
small-flux region, |k| < k f or |k| ! 600, where the enstrophy flows inwardly. On the other hand, the
enstrophy flows inwardly and almost isotropically in |k| " 14, where local-flux vectors of energy
show directional anisotropy.

In this Letter, we have proposed a simple method to uniquely determine flux vectors of conserved
quantities in an anisotropic turbulence, which is a natural extension of conventionally used omni-
directional and unidirectionally reduced fluxes in HIT. The proposed local-flux vector is a special
solution of the continuity equation (2), which connects the vector flux to a scalar transfer as its
generalization in HIT, and is chosen for the vector flux to have a scalar potential.

We have applied the proposed method to the CHM turbulence as anisotropy-controlled study
of 2D NS turbulence. The local-flux vectors successfully reveal the structures deduced from the
cascade theory and critical balance in the whole k space and quantitatively evaluate the critical
balance in HCT. The local-flux vectors show that the energy flows along the semicircle boundary
obtained by term balancing rather than the dumbbell-shape boundary by time balancing, while
enstrophy flows almost only in radial direction even in the dumbbell spectrum range. The local-flux
vectors of energy also indicate the scenario to sustain the dumbbell spectrum. Care should be taken
in investigating results from reduced spectra [Figs. 2(a) and 4(c)] and reduced fluxes [Figs. 2(b) and
4(d)] since they usually mix heterogeneous turbulence properties. Each of these spectra suggests
different wavenumbers as a boundary of anisotropy.

Lastly, the proposed method will work well in general fields, regardless of its spatial dimension,
statistically steadiness, spectral distribution, and so on. To reexamine the situation in Ref. [13] from
a viewpoint of the local-flux vectors, the triple cascade and the generation of zonal flow will be
investigated in a separate paper. Moreover, useful information would be obtained if the method
is applied to anisotropic turbulence such as flows on a rotating sphere, magnetohydrodynamic
turbulence, and wave turbulence subject to anisotropic initial and/or boundary conditions.

This work was supported in part by the Japan Society for the Promotion of Science (JSPS
KAKENHI Grants No. 18K03927, No. 19K03677, and No. 21K03883).
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図 3 準地衡流乱流の局所エネルギーフラックスベク

トル。(左)全波数領域、(右)低波数領域。[1]より。 
LOCAL-FLUX VECTORS OF CONSERVED QUANTITIES …

FIG. 5. In CHM turbulence, local-flux vectors of (a), (b) energy and (c), (d) enstrophy. See also the caption
to Fig. 3.

accumulation along the ky axis centered at (kx, ky) ≈ (0,±14), where nonlinearity is suppressed
to sustain the zonal flow. The local-flux vectors of enstrophy in Figs. 5(c) and 5(d) are almost the
same as those of HIT in Figs. 3(c) and 3(d). Corresponding to the anisotropy observed in Fig. 4(d),
Qyr (kx ) and Qxr (ky), directional anisotropy is observed in Fig. 5(c) and becomes conspicuous in the
small-flux region, |k| < k f or |k| ! 600, where the enstrophy flows inwardly. On the other hand, the
enstrophy flows inwardly and almost isotropically in |k| " 14, where local-flux vectors of energy
show directional anisotropy.

In this Letter, we have proposed a simple method to uniquely determine flux vectors of conserved
quantities in an anisotropic turbulence, which is a natural extension of conventionally used omni-
directional and unidirectionally reduced fluxes in HIT. The proposed local-flux vector is a special
solution of the continuity equation (2), which connects the vector flux to a scalar transfer as its
generalization in HIT, and is chosen for the vector flux to have a scalar potential.

We have applied the proposed method to the CHM turbulence as anisotropy-controlled study
of 2D NS turbulence. The local-flux vectors successfully reveal the structures deduced from the
cascade theory and critical balance in the whole k space and quantitatively evaluate the critical
balance in HCT. The local-flux vectors show that the energy flows along the semicircle boundary
obtained by term balancing rather than the dumbbell-shape boundary by time balancing, while
enstrophy flows almost only in radial direction even in the dumbbell spectrum range. The local-flux
vectors of energy also indicate the scenario to sustain the dumbbell spectrum. Care should be taken
in investigating results from reduced spectra [Figs. 2(a) and 4(c)] and reduced fluxes [Figs. 2(b) and
4(d)] since they usually mix heterogeneous turbulence properties. Each of these spectra suggests
different wavenumbers as a boundary of anisotropy.

Lastly, the proposed method will work well in general fields, regardless of its spatial dimension,
statistically steadiness, spectral distribution, and so on. To reexamine the situation in Ref. [13] from
a viewpoint of the local-flux vectors, the triple cascade and the generation of zonal flow will be
investigated in a separate paper. Moreover, useful information would be obtained if the method
is applied to anisotropic turbulence such as flows on a rotating sphere, magnetohydrodynamic
turbulence, and wave turbulence subject to anisotropic initial and/or boundary conditions.

This work was supported in part by the Japan Society for the Promotion of Science (JSPS
KAKENHI Grants No. 18K03927, No. 19K03677, and No. 21K03883).
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図 4 準地衡流乱流の局所エンストロフィフラックス

ベクトル。(左)全波数領域、(右)低波数領域。[1]より。 



 

 

られた局所エネルギーフラックスベクトルを
つなげた曲線(流線)は、内部重力波乱流が支
配的な波数領域において、下に凸になってい
る(図 5)。弱乱流理論によると、十分に広帯域
の内部重力波乱流のエネルギー輸送では非等
方かつ非局所の極限で誘導拡散が支配的であ
り、エネルギーは高振動数かつ高鉛直波数に
エネルギーが輸送されると考えられる。本研
究課題で得られた下に凸の局所エネルギーフ
ラックスはこの誘導拡散によるエネルギー輸
送と矛盾しない。エネルギー輸送の局所性を
仮定して得られた局所エネルギーフラックス
ベクトルが、非局所的な誘導拡散によるエネ
ルギー輸送と整合することは、エネルギー輸
送の局所性の仮説が緩和可能であることを示
唆している。一方で、本研究課題の局所エネル
ギーフラックスでは、臨界平衡の予測する各乱流の時間スケール同程度となる遷移領域に沿う
エネルギー輸送は観測されなかった。これは、DNSの規模が依然として小さく、遷移領域にエネ
ルギー散逸領域が形成された(図 6)ためと考えられる。 
成層乱流、準地衡流乱流および先行研究で行なった回転乱流の 3 つの代表的な非等方乱流系
のいずれにおいても局所エネルギーフラックスが弱乱流理論の予測と矛盾しないことは、局所
エネルギーフラックスの有用性を強く示唆している。2次元乱流である準地衡流乱流では臨界平
衡と整合するエネルギーフラックスが得られたが、3次元乱流である成層乱流と回転乱流ではい
ずれも DNS の規模が不足し臨界平衡と整合するエネルギーフラックスは得られていない。今後
は、これらの 3次元非等方乱流でより大規模 DNSを行い、臨界平衡の定量的に検証し、非等方乱
流の生成維持機構を明らかにする。 
 
<引用文献> 
[1] M. Takaoka, N. Yokoyama, E. Sasaki, Local-flux vectors of conserved quantities in 
wavenumber space: Anisotropic structures in Charney-Hasegawa-Mima turbulence, Phys. 
Rev. Fluids, 7, 2022, L012601. 
[2] 高岡正憲, 横山直人, 佐々木英一, β平面乱流における大規模構造と局所フラックスベク
トル, プラズマ・核融合学会誌, 99, 2023, 202-206. 
[3] N. Yokoyama, M. Takaoka, Anisotropic energy cascade in strongly stratified 
turbulence, in preparation. 
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図 5 成層乱流の局所エネルギーフラックスベクトル。(左)低波数領域、(右)全波数領域。

[3]より。 
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図 6 成層乱流の散逸スペクトル。[3]より。 
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