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研究成果の概要（和文）：ランダム・ウォーク(RW)型マルコフ連鎖における「安定性のトリニティ」、すなわ
ち、安定性に関わる3つの要素「増分平衡分布の裾減衰率」「エルゴード収束率」「定常分布の裾減衰率」の関
係性に注目しつつ、代表的なRW型マルコフ連鎖であるM/G/1型マルコフ連鎖、GI/G/1型マルコフ連鎖、Upper 
Block-Hessenberg型マルコフ連鎖を主たる対象として、「最終列ブロック増大切断近似」および「レベル増分切
断近似」に関する収束公式、計算可能な誤差上界式の導出、ならびに、準アルゴリズム的解構築法(有限手続き
の反復により厳密解に収束する近似解列を構築する方法)の確立などを行った。

研究成果の概要（英文）：We have derived several convergence formulas for the last-column 
block-augmented truncation approximation and the level-increment truncation approximation, as well 
as computable error upper bounds. We have also developed a quasi-algorithmic solution construction 
method (a method for generating a sequence of approximate solutions that converge to an exact 
solution by iterating finite procedures). These have been carried out for M/G/1-type, GI/G/1-type, 
and upper Block-Hessenberg Markov chains (which are representative random-walk-type Markov chains), 
considering the 〝Trinity of Stability" in random-walk-type Markov chains. Note that the 〝Trinity 
of Stability" is the relationship between the three factors related to stability: (i) the tail decay
 rate of the equilibrium distribution of increments; (ii) the ergodic convergence rate, (iii) the 
tail decay rate of the stationary distribution.

研究分野： 応用確率論

キーワード： ランダム・ウォーク型マルコフ連鎖　定常分布　安定性　　上部ヘッセンベルグ型マルコフ連鎖　GI/G/
1型マルコフ連鎖　M/G/1型マルコフ連鎖
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は、ランダム・ウォーク(RW)型マルコフ連鎖の安定性に関する新たな視点、「安定性のトリニティ」に注
目し、増分平衡分布の裾減衰率、エルゴード収束率、定常分布の裾減衰率という3つの要素の関係性についての
知見の活用と深化に取り組んだ。これら3つの要素は、RW型マルコフ連鎖の切断近似の精度と深く関連してい
る。本研究の成果により、RW型マルコフ連鎖の安定性と切断近似の誤差評価についての理論的な理解が深まると
ともに、その応用として、待ち行列システムやネットワークの性能評価、リスク評価などの問題に対するより精
度の高い解析・数値計算手法の提供につながると期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

四半世紀ほど前から、再呼のあるコールセンタや、廃棄が発生する在庫システムといった状態

依存型待ち行列システムの性能評価が、ランダム・ウォーク(RW)型マルコフ連鎖を用いたマルコ

フ解析によって行われている。RW 型マルコフ連鎖は、現在の状態を添え字とする増分分布列が

Tight となるマルコフ連鎖である。代表的な RW 型マルコフ連鎖には、GI/G/1 型マルコフ連鎖(特

別な場合として、M/G/1 型マルコフ連鎖を含む)や Upper Block-Hessenberg (UBH)型マルコフ連

鎖などがあり、これらは待ち行列の解析に頻出する確率モデルである(厳密には、RW 型ではない

UBH 型マルコフ連鎖も存在する)。 

代表的な RW 型マルコフ連鎖である GI/G/1 型および UBH 型マルコフ連鎖の定常分布は、「レベ

ル増分切断近似」あるいは「最終列ブロック増大切断近似」によって計算が可能である。レベル

増分切断近似は、RW 型マルコフ連鎖との相性がよく、計算効率が高いが、誤差評価の報告はな

い。一方、最終列ブロック増大切断近似は汎用的な切断近似であり、その誤差評価については、

応募者がほぼ独占的に研究成果を上げている。 

また、UBH 型マルコフ連鎖の定常分布については、研究代表者本人によって、行列無限積形式

解に基づく逐次更新アルゴリズムが提案されている(Masuyama, QUESTA, 2019)。この逐次更新

アルゴリズムは、変数が漸増するものの、求解が比較的容易な線形分数計画問題列を逐次的に解

くことで定常分布に収束する近似分布列を生成するものである。そのため、当該アルゴリズムは、

最初から近似計算を目的とする既存アルゴリズムとは、設計思想が全く異なる。 

２．研究の目的 

本研究の目的は、代表的な RW 型マルコフ連鎖である GI/G/1 型や UBH 型マルコフ連鎖を対象

に、定常分布に対する効率的で高精度な数値計算法を確立することである。この目的を達成する

ために、次の 2つの目標を設定した。1 つ目は、RW 型マルコフ連鎖の定常分布計算において一般

的に用いられる「レベル増分切断近似」と「最終列ブロック増大切断近似」に対する誤差収束公

式および誤差上界式を導出することである。2つ目は、RW 型マルコフ連鎖の定常分布に対する計

算アルゴリズムの性能を向上させることである。これらの目標を達成するための基礎として、本

研究では、RW 型マルコフ連鎖の安定性に深く関わる 3 つの量、「増分平衡分布の裾減衰率」「エ

ルゴード収束率」「定常裾減衰率」の間に存在する強固な関係性である「安定性のトリニティ」

についての知見の活用と深化に取り組む。これにより、定常分布を精度よく計算するための理論

的基盤を強化し、待ち行列モデルへの適用可能性を高める。さらに、具体的な応用例として、セ

ミ・マルコフ型待ち行列モデルにおける系内客数分布や呼損率の漸近公式を導き、その有効性を

検証することで、理論と応用の両面から研究成果を評価する。 

３．研究の方法 

 まず、UBH 型マルコフ連鎖の定常分布を効率的に計算するために、新しい行列無限積形式解

の構築法を理論的に確立する。この手法は、従来の Foster-Lyapunov ドリフト条件と収束条件に

依存せず、「準アルゴリズム的構成可能性」を持つものである。次に、有限レベル M/G/1 型マル

コフ連鎖に対する劣幾何収束公式を導出するため、M/G/1 型マルコフ連鎖における「安定性のト

リニティ」についての知見を活用すると共に、偏差行列が満たすポアソン方程式の新たな解であ

る「基本偏差行列」を導入する。これにより、有限レベル連鎖と無限レベル連鎖のそれぞれの定

常分布間の差分式を導き、その差分の収束速度を評価する。同様のアプローチによって、M/G/1

型マルコフ連鎖の定常分布に対するレベル増分切断近似の収束公式の導出に取り組む。また、可



能であれば、M/G/1 型マルコフ連鎖に対して得られた結果を基に、より一般的な GI/G/1 型

マルコフ連鎖への拡張も行う。 

４．研究成果 

以下、本研究課題に係る研究成果のうち、特に査読付き英文誌に掲載されたものについて、そ

の概要を述べる。紙幅の制約により技術的な詳細には触れないが、各研究成果では「安定性のト

リニティ」に関する知見を活用している。例えば、劣指数的な「増分平衡分布」と「定常分布」

それぞれの裾減衰の等速性である。他にも、「増分分布の裾減衰率」と、「基本偏差行列の絶対上

界の精度」および「Foster-Lyapunov 型ドリフト条件の Lyapunov 関数の増加率」との間にある

密接な関連性などがある。 

(1) UBH 型マルコフ連鎖の定常分布に対する準アルゴリズム的解構築法の開発   

本研究の主結果は、UBH 型マルコフ連鎖の定常分布に対する行列無限積形式解の新たな構築法

を確立したことである。従来の行列無限積形式解（Masuyama, QUESTA, 2019）は、Foster-Lyapunov

型ドリフト条件と収束条件の両方を満たす特定のパラメータセットを必要としていた。これに

対し、新しい行列無限積形式解は、そのようなパラメータセットや付加的な条件を必要とせず、

「準アルゴリズム的構成可能性」を有している。準アルゴリズム的構成可能性とは、求めたい対

象が、有限の複雑さを持つ再帰的手続きを無限に繰り返すことで構成される性質を指す。この性

質は、一般的な UBH 型マルコフ連鎖の定常分布に対する他の既存の解法には見られないもので

ある。 

(2) atUBH 型マルコフ連鎖の定常分布ベクトルに対する劣指数的漸近解析   

本研究の目的は、離散時間 atUBH (Asymptotically block-Toeplitz and Upper Block-

Hessenberg)型マルコフ連鎖の定常分布ベクトルに対する劣指数的漸近解析である。 atUBH 型マ

ルコフ連鎖は、M/G/1 型マルコフ連鎖を一般化したものであり、典型的には、例えば、セミ・マ

ルコフ型の再試行待ち行列から生じる。本研究の主結果は、まず、定常分布ベクトルに対する劣

指数的および局所劣指数的漸近公式を導出したことである。さらに、局所劣指数的漸近公式を、

一様化と時間スケール変換のテクニックを駆使して、連続時間 atUBH 型マルコフ連鎖へと拡張

した。この拡張により、局所劣指数的漸近公式の適用範囲が拡大した。 

(3) 有限レベル M/G/1 型マルコフ連鎖の劣幾何収束公式の導出   

本研究の主要な結果は、有限レベル M/G/1 型マルコフ連鎖の上限レベルを無限に大きく

する極限を取った場合の定常分布に関する劣幾何収束公式を示したことである。なお、有限

レベル M/G/1 型マルコフ連鎖は、通常の(無限レベル)M/G/1 型マルコフ連鎖についての最

終列ブロック増大切断近似と見なすことが可能である。有限レベル M/G/1 型マルコフ連鎖

において、上限レベルを無限に大きくするという漸近解析を行うために、マルコフ連鎖に付

随する偏差行列が満たすポアソン方程式の解の中で、ブロック分解に適したものとして「基

本偏差行列」という概念を導入した。基本偏差行列は、有限レベル連鎖と対応する無限レベ

ル連鎖のそれぞれの定常分布の差分に関する「扱いやすい表現式」を提供し、その差分表現

式は、本研究の主要な結果である「定常分布の劣幾何収束公式」の導出において重要な役割

を果たす。また、導いた劣幾何収束公式の代表的な応用例として、MAP/GI/1/N 待ち行列に

おける呼損率の漸近公式も導出した。 

(4) M/G/1 型マルコフ連鎖の定常分布に対するレベル増分切断近似の収束公式の導出   

本研究の目的は、M/G/1 型マルコフ連鎖のレベル増分切断近似において、レベル増分の切断点

を無限に大きくしたときの収束公式を導くことである。レベル増分切断近似は、M/G/1 型マルコ

フ連鎖の定常分布を、Ramaswami の再帰式を用いて計算する際に一般的に利用される。主な研究



成果としては、まず、レベル増分分布が light-tailed であるという仮定の下で、定常分布に対

するレベル増分切断近似のレベル毎誤差に関する幾何収束公式を導出した。次に、レベル増分平

衡分布が long-tailed であるという仮定の下で、レベル増分平衡分布の裾減衰速度が、レベル増

分切断近似のレベル毎誤差の収束速度と同等であることを示した。さらに、レベル増分切断近似

の全変動誤差に関する劣幾何収束公式も示した。 
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