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研究成果の概要（和文）：リーマン多様体上で定義される非拡大写像の不動点集合上の確率的最適化問題を考察
する。この問題により、閉凸集合の共通部分集合といった複雑な制約集合上での最適化問題を考察することがで
きる。この問題に対して、不動点近似法と適応学習率最適化アルゴリズムを合わせたリーマン不動点最適化アル
ゴリズムを提案した。また、提案アルゴリズムの収束解析を与えた。定数ステップサイズを有する提案アルゴリ
ズムは問題の解を近似することができる。減少ステップサイズを有する提案アルゴリズムは問題を解くことがで
きる。機械学習で利用される既存アルゴリズムとの数値比較を行い、提案アルゴリズムの有用性を数値実験によ
り実証した。

研究成果の概要（英文）：We consider a stochastic optimization problem over the fixed point sets of 
nonexpansive mappings on Riemannian manifolds. The problem enables us to consider Riemannian 
optimization problems over complicated sets, such as the intersection of closed convex sets. For 
such a problem, we propose a Riemannian fixed point optimization algorithm, which combines fixed 
point approximation methods on Riemannian manifolds with adaptive learning rate optimization 
algorithms. We also give convergence analyses of the proposed algorithm. The analysis results 
indicate that, with small constant step-sizes, the proposed algorithm approximates a solution to the
 problem. Consideration of the case in which step-size sequences are diminishing demonstrates that 
the proposed algorithm solves the problem. We also provide numerical comparisons that demonstrate 
the effectiveness of the proposed algorithms.

研究分野：最適化
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
複雑な機械学習においては、リーマン多様体上の大規模かつ複雑な確率的最適化問題を解く必要がある。しかし
ながら、従来の機械学習法は、その問題の緩和やその問題の解へ収束する保証がないアルゴリズムに基づいてお
り、本来達成すべき機械学習法の性能を満たしていない。本研究での提案手法は、その問題に直接適用できる不
動点最適化アルゴリズムに基づく機械学習法であり、世界的に例のない新解法である。本研究の成果は、従来機
械学習法の適用範囲に関する改善に多大な貢献ができることから応用数学的観点のみならず、工学的観点から見
ても意義があるといえる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 機械学習の解析対象となる大規模データが、ある曲がった空間上に分布するという事例によ
り、リーマン多様体上の最適化が注目を集めている。それは、既存のユークリッド空間上の議論
では扱えなかった機械学習を可能にする。しかしながら、例えば、ノイズに対する頑強な学習器
構築に必要とされる疎性 (sparsity) を考慮した機械学習においては、従来適応学習率最適化ア
ルゴリズムでは適用できないリーマン多様体上の大規模かつ複雑な制約下での確率的最適化問
題を解決する必要がある。 
 リーマン多様体上の最適化に基づいた機械学習法は、さまざまな数理的アプローチにより考
案されてきたが、従来の学習法は、上記の確率的最適化問題の大幅な緩和や確率的最適化問題の
解への収束が保証されない最適化アルゴリズムに基づいており、本来達成すべき機械学習法の
性能を満たしていない。 
 以上のことから、本研究課題の核心をなす学術的問いは以下のとおりである。 
（１） 複雑な制約下での確率的最適化問題を緩和せずに直接、考察することが可能であるか。 
（２） 確率的最適化問題の解への収束を保証する最適化アルゴリズムが開発可能であるか。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、上記の確率的最適化問題を解くことが可能な新学習アルゴリズム（上記（１），
（２）を解決できる新学習アルゴリズム）に基づく新機械学習法を開発することである。そして、
従来の機械学習法では成し遂げられなかった機械学習法を確立し、従来の機械学習法と比べて
性能が向上していることを実証することである。 
 
３．研究の方法 
 本研究の方法は、以下のとおりである。 
（１） 上記の確率的最適化問題を解くためのアルゴリズム「リーマン不動点最適化アルゴリズ
ム」を提案する。このアルゴリズムは、研究代表者が提唱してきた不動点最適化アルゴ
リズム（若手研究 (B) [課題番号: 21760062, 23760077]、基盤研究 (C) [課題番号: 
15K04763, 18K11184]）を発展させたアルゴリズムである。また、そのアルゴリズムが上
記の最適化問題の解へ収束することを数学的に証明する。加えて、提案アルゴリズムの
収束率解析も行う。 

（２） 機械学習に関するベンチマークデータセットを用いて提案および従来機械学習法の性
能を、分類精度、実行時間等の評価により、比較する。提案機械学習法が従来機械学習
法と比べて性能が向上していることをシミュレーション評価実験から実証する。 

 
４．研究成果 
【令和３年度の研究成果】 
 初年度では、リーマン多様体上の大規模かつ複雑な確率的最適化問題の制約集合を、非拡大写
像と呼ばれる非線形写像の不動点集合として定式化した。よって、本研究で考察する主問題は非
拡大写像の不動点集合上の確率的最適化問題に帰着される。制約集合の点に収束するようなア
ルゴリズムを構築するために、本研究では、非拡大写像の不動点を見つけるための不動点近似法
を利用した。次に、目的関数を最小化するようなアルゴリズムを構築するために、機械学習法で
利用される適応学習率最適化アルゴリズムを利用した。以上のことから、不動点近似法と適応学
習率最適化アルゴリズムを合わせた「リーマン不動点最適化アルゴリズム」を提案した。 
 「リーマン不動点最適化アルゴリズム」に関する結果は以下のとおりである。 
（１） 定数学習率を有する提案アルゴリズムが不動点に収束し、かつ、目的関数を最小化する
には、小さな定数学習率を利用することが望ましい、という結果を得ることができた。
減少学習率を有する提案アルゴリズムが主問題の解に収束することを証明した。また、
その収束率を陽に表すこともできた。 

（２） 提案アルゴリズムに基づく機械学習法と既存の機械学習法を数値比較した結果、提案ア
ルゴリズムに基づく機械学習法が高性能を有することがわかった。 

この結果は Springer Nature が発行するジャーナル Numerical Algorithms（IF：2.1）に採択
されている。 
 
【令和４年度の研究成果】 
 令和４年度では、機械学習の訓練の一つである敵対的生成ネットワークの訓練に焦点をあて
た。敵対的生成ネットワークの訓練に現れる最適化問題は令和３年度に考察した問題よりも複
雑な均衡問題である。この均衡問題を解くための共役勾配法と呼ばれる最適化手法に基づいた
新機械学習法を提案することができた。この結果は、機械学習のトップカンファレンス AISTATS
（International Conference on Artificial Intelligence and Statistics）2023 に採択され
た。 



また、敵対的生成ネットワークに現れる均衡問題を解くための適応学習率最適化アルゴリズム
に基づいた新機械学習法を提案することができた。この結果は、機械学習のトップカンファレン
ス ICML（International Conference on Machine Learning）2023 に採択された。 
 
【令和５年度の研究成果】 
 令和５年度では、リーマン多様体上の最適化のための確率的勾配降下法の収束解析について
提案することができた。この結果は、最適化のジャーナル Pacific Journal of Optimization 
に採択された。また、令和３年度に考察した適応学習率最適化アルゴリズムの詳細な収束解析を
与えた。この研究成果は、Springer Nature が発行するジャーナル Numerical Algorithms（IF：
2.1）に採択されているが、本年度から開始する研究課題「汎化性能を改善するための不動点オ
プティマイザに基づいた深層学習法」（基盤研究 (C)：24K14846）の準備のための研究成果でも
ある。 
 令和５年度では、本研究課題で得られた研究成果を国際会議で発表を行った（詳細については、
５．主な発表論文等をご参照下さい）。 
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